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Corrigé de l'interrogation n°1

Exercice 1 (4 points)
1- fx,y est une fonction de densité sur R? donc la valeur de k doit étre telle que

+oo +oo
j/ t/‘ Ixy(z,y)dzdy =1
4

‘ 1
Or fjoooo fjoos I[x,y(z,y)dzdy = f02 fol kadydrdy = kf02 Y (fol x‘%lx) dy = kf02 Yy [%L dy
2
= %fOdey: k [%]0 =% donc k = 2.

2- Pour tout € R,on a: fx(x) = fjoos fx.v(z,y)dy. Deux cas doivent étre distingués :
- Six ¢ [0,1] alors fx,y(x,y) =0 pour tout y € R d’ou fx(z) = 0.
-Siz € [0,1] alors fx y(z,y) =223y siy € [0,2] et fxy(z,y)=0siy¢][0,2] dou
212
Ix(z) = f02 2x3ydy = 223 [%}0 = 43
Conclusion :
423 si 0<z<1

fx(m){ 0 -

sinon

Par un raisonnement similaire, on démontre que :

_ y st 0<y<2
Fr(v) _{ 0 sinon

N[

Il s’avere que pour tout (z,y) € [0,1] x [0,2] : fx(z)fy(y) =223y = fx,v(z,y)
et pour tout (z,y) ¢ [0,1] x [0,2] = fx(2)fy(y) = 0= fx,y(2,y), donc

fxy(zy) = fx(z)fy(y) pour tout (x,y) € R?

ce qui veut dire que les variables X et Y sont indépendantes.

Exercice 2 (4 points) :
Notons D I’événement : "le bien est défectueux"
U; Vévénement : "le bien provient de 'usine U;" pour tout i € {1,2,3}.
La probabilité qu’un bien choisi au hasard, et dont on constate qu’il est défectueux, provienne de
l'usine U; ou i € {1,2,3} est donnée par
(Uin D) P(U;)P(D | U;)

P
PU; | D) = P(D) ~ P(U)P(D|Uy) + P(Us)P(D | Uz) + P(Us)P(D | Us)

La premiére égalité s’obtient par ’application de la définition de la probabilité conditionnelle P(U; | D).
La seconde inégalité s’obtient par I’application de la définition de la probabilité conditionnelle P(D | U;)
au numérateur et de la formule de la probabilité totale au dénominateur. Le tout forme la formule de
Bayes.
Avec P(Uy) = 0,3, P(Us) = 0,3, P(Us) = 0,4 et P(D | Uy) = 0,04, P(D | Uy) = 0,03, P(D |
Us) = 0,02, on trouve :
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P(U1| D)= 55 P(U2| D) = o P(Us | D) = o



Exercice 3 (12 points) :
1- Par linéarité de I’espérance :

n

Puisque X,, = %ZXL est une combinaison linéaire de variables indépendantes suivant une loi normale
i=1

alors X,, suit également une loi normale. Les paramétres de cette loi sont £ (Xn) =met V(Xn)

2
XWN@U)
n

2- Les X; étant des variables indépendantes admettant la méme espérance et la méme variance,
la loi faible des grands nombres permet d’affirmer directement que (Xn) converge en probabilité vers
Iespérance commune des X; c’est-a-dire m. De plus, les X; suivent la méme loi donc la loi forte des
grands nombres est également applicable: (Xn) converge presque stirement vers m.

3-a- L’application de l'inégalité de Tchebychev & X,, donne, pour tout € > 0 fixé,

_ o .

R

P(|%, - B(X,)| > o) < LK)

2

donc sachant que E ()_(n) =met V(X,) = %2, on obtient:

2
o
N

P(|X, —m| >¢) < v R

d’ou P(’)_(n — m’ >e¢e) — 0 pour tout € > 0, ce qui, justement veut dire que ()_(n) converge en
n o0

—+
probabilité vers m.
3-b- On veut établir que £ {(Xn — m)z] — 0. Pour cela, il suffit de remarquer que F {(Xn — m)z} =

n—-s-4oo

> S 22 > - = \\2 - 2
E[(X,— E(X,))"] car B(%,) = m or B [(%,— E(X,))’] = V(%) donc B [(%, - m)’] =
V(Xn) = —J; 0. Donc ()_(n) converge en moyenne quadratique vers m.

n———r+0oo
Puisque la convergence en moyenne quadratique implique la convergence en probabilité alors ()_(n)
converge en probabilité vers m.
En fait, on vient de démontrer dans le cas particulier de la moyenne empirique le résultat suivant
qui fournit une condition suffisante de convergence d’un estimateur:

Théoreme 1 : Soit 9n un estimateur de 6. Si én est un estimateur sans biais : E(én) =0, et que

sa variance tend vers 0: V(6,,) e 0 alors 0, est un estimateur convergent de 0 (rappel :lorsqu’on
n—-— o0

parle d’estimateur convergent sans autre précision, il s’agit de convergence en probabilité)
Ce résultat est lui-méme un cas particulier d’un théoréme plus général :
Théoréme 2 :Soit 0, un estimateur de 6. Si 6,, est un estimateur asymptotiquement sans biais,

Cest-a-dire que E(f,) - 0, et que sa variance tend vers 0: V(6,) — 0 alors 0, est un
n—-m oo

n—--4oo

estimateur convergent de 6.



3-c- La loi faible des grands nombres reste applicable puisque ses hypothéses sont toujours vérifiées :
les X; sont des variables aléatoires indépendantes admettant la méme espérance m et la méme variance
o2. Par contre la loi forte des grands nombres n’est plus applicable puisque 'hypothése "les X; suivent
la méme loi" n’est plus vérifiée.

Par ailleurs, les résultats (et les raisonnements) des questions 3-a et 3-b restent vrais puisqu’ils
sont fondés uniquement sur le fait que £ (Xn) =met V(X,) = %2, or ces deux résultats restent vrais
méme sous ’hypotheése plus faible "les X; sont des variables aléatoires indépendantes admettant la
méme espérance m et la méme variance 2",

4-a- On a:

P(U|<u)=P(-u<U<u)=PU <u)—PU < —u) =0(u) — (—u)

or la loi normale standard est symétrique par rapport a 0 (au sens ou sa densité est symétrique par
rapport a 0) donc ®(—u) = 1 — ®(u). Conclusion :

P(U| < u) = 20(u) — 1

4-b- On a les équivalences suivantes :

> = « X,—m «Q ayn _ Xp,—m _ ay/n
m—a< X, <mta<= —a< X,-m<as= —— < §T<:>—f§ < Vn
v N Vn g v 7
donc, si on pose U,, = X’im, on a
v
- ay/n ay/n ay/n
P(m—aﬁX,L§m+a) —P<—<Un<> :P<|U,L|§)
o o o
or d’apres la question 1, X,, ~» N (m, %) donc U,, = Xgm ~» N (0,1). L’application du résultat de

o

la question 4-a permet alors d’affirmer que P (\Un| < M) = 2<I>(aﬁ) — 1 et par conséquent :

ayn

g

P(m—ag)_(ngm—i—a):%b( )—1

Lorsque n tend vers l'infini @(aTﬁ) tend vers 1ir{1|r ®(u) =1 (cette derniére égalité est une propriété
U—>100

générale des fonctions de répartition découlant simplement du fait que la probabilité "totale" est égale
a 1). Il en découle que P (m —a< X,<m+ a) tend vers 2 — 1 = 1 lorsque n tend vers U'infini. On

vient de redémontrer la convergence en probabilité de (Xn) vers m.
4-c- On a les équivalences suivantes :

On en déduit que pour que P (Xn —aZ<m< X, + a—) = 1—p il faut et il suffit que 2®(a)—1 =

b

1 — 8 c’est-a-dire que :

ce qui revient a dire que « est le quantile d’ordre 1 — g de la loi normale standard.



Question-bonus (3 points):

Les X, sont des variables indépendantes suivant la méme loi de Bernouilli B(1,p) donc np,, =
n

ZXi suit la loi binémiale B(n,p). On suppose que I'approximation normale est valable (c’est-a-dire
i=1
qu’on suppose que np(l — p) > 15) donc, on a approximativement : np, ~» N (np,np(l —p)) d’on

P~ N (p, @) et par conséquent, en centrant et en réduisant la variable p,,, on obtient

Pn —P
p(1—p)

n

~ N(0,1)

Pn—p

Posons U,, = \/ﬁ Commencons par chercher « tel que P (|U,| < a) = 0,95.

On sait que P (|U,| < a) = 2®(a) — 1 donc 2®(a) — 1 = 0,95 soit ®(ar) = 439 = 0,975 or d’apres
les données ®(1,96) = 0,975 donc a = 1, 96.

Une autre fagon (équivalente) pour trouver a est de dire que P(U, < «a) = P(|Up| <a) +
% car la loi N(0,1) est symétrique par rapport a 0 (retrouvez graphiquement ce résultat)
d’ou P (|U,] < @) =0,95 < P(U, < «) = 0.975 ce qui d’apres I’énoncé nous permet d’affirmer que
a=1,96.

Ainsi on a :

Pn — P
p(1—p)

n

P <1,96 | ~0,95

ce qui donne aprés des manipulations algébriques de base :

1-— 1—
P(—ﬁn—l,% w <-p< —ﬁn+1,96\/p(np)> ~0,95
1-— 1—
P(ﬁn—l,% y Spgﬁn+1,96\/p(np)> ~ 0,95

or les bornes d’un intervalle de confiance ne doivent pas contenir le paramétre de paramétre inconnu
(c’est le cas du parameétre p qu'on cherche & estimer) donc on fait 'approximation qui consiste a
remplacer p par p, dans les bornes de l'intervalle et on obtient :

An 1- An A An 1- An
» <ﬁn 10020 g6, /P<np>> - 0.95
ce qui veut dire que {ﬁn — 1,964/ @,ﬁn + 1,964/ p(lnp)} est un intervalle (bilatéral) de confi-

ance de niveau (proche de) 95% du parametre p.

donc :



