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Statistiques Appliqu�eesCorrection du Contrôle Continu N�1TD N�3 et 4Gwenn PARENT

1. Rappelez l'�enonc�e du th�eor�eme Central-Limite. (1 point)
Si (Xn) est une suite de v.a ; ind�ependantes et de même loi, admettant des moments d'ordres un et deuxnot�es m = E(Xn) et �2 = V (Xn), alors :

pn Xn � m� Loi�! N (0; 1)
2. Qu-est ce qu'un estimateur sans biais ? (1 point)

Le biais de l'estimateur bm d'un param�etre m est : Biais = E(bm) � m. On dit d'un estimateur qu'il estnon biais�e (ou sans biais), lorsque son biais est �egal �a 0.
Exercice 1 : Formule de Bayes (2 points)
Un �etudiant doit r�epondre �a un questionnaire �a choix multiple o�u cinq r�eponses sont propos�ees�a une question, une seule �etant correcte. Quand l'�ev�enement A = "l'�etudiant a bien travaill�e pen-dant l'ann�ee" est r�ealis�e, la r�eponse est fournie avec exactitude. Dans le cas contraire, l'�etudiantr�epond au hasard. Si l'�ev�enement B = "il a fourni la r�eponse correcte" est r�ealis�e, calculez laprobabilit�e P (A nB) en fonction de p = P (A).
D'apr�es l'�enonc�e, on a P (B nA) = 1, P (B nA) = 1=5 et P (A) = p.Il su�t d'appliquer la Formule de Bayes :

P (A nB) = P (A \B)P (B) = P (B nA)P (A)P (B nA)P (A) + P (B nA)P (A)
P (A nB) = pp+ (1� p)=5 = 5p4p+ 1On peut noter que P (A nB) � P (A) = p, avec bien sûr P (A nB) = 0 si p = 0 et P (A nB) = 1 si p = 1. Danstous les autres cas, P (A nB) > P (A).

Exercice 2 : Fonction de densit�e conjointe (4,5 points)
Soit (X;Y )un couple de variables al�eatoires dont la loi est d�etermin�ee par la densit�e conjointesuivante :

fX;Y (x; y) = � k(x+ y) si (x; y) � [0; 1]� [0; x]0 sinon
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1. D�eterminez la valeur de la constante k. (2 points)

On sait que k doit v�eri�er : Z +1
�1

Z +1
�1 fX;Y (x; y)dxdy = 1

On doit respecter la condition (x; y) � [0; 1]� [0; x] pour int�egrer, d'o�u :
k Z 1

0
�Z x

0 (x+ y)dy�dx = 1
() k Z 1

0
� (x+ y)22

�x
0dx = 1 () k Z 1

0
� (2x)22 � x22

�dx = 1
() 32 k Z 1

0 x2 dx = 1 () 32 k�x33
�1
0 () 32 k 13 = k2 = 1

Donc k = 2, et la densit�e s'�ecrit : fX;Y (x; y) = 2(x+ y) si (x; y) � [0; 1]� [0; x] et fX;Y (x; y) = 0 sinon.
2. D�eterminez les lois marginales de X et de Y. Ces variables sont-elles ind�ependantes ? (1,5points)

Pour k = 2, la densit�e marginale de x est :
fX(x) = Z +1

�1 fX;Y (x; y) dy si x � [0; 1]; 0 sinon
fX(x) = Z x

0 2(x+ y) dy si x � [0; 1]; 0 sinon
fX(x) = �(x+ y)2�x0 = (2x)2 � x2 si x � [0; 1]; 0 sinon

fX(x) = 3x2 si x � [0; 1]; 0 sinonDe même, fY (y) = Z +1
�1 fX;Y (x; y)dx si y � [0; x]; 0 sinon

fY (y) = Z 1
0 2(x+ y) dx si y � [0; x]; 0 sinon

fY (y) = �(x+ y)2�10 = (y + 1)2 � y2 = y2 + 2y + 1� y2 si y � [0; x]; 0 sinon
fY (y) = 2y + 1 si y � [0; x]; 0 sinonOn remarque que fX;Y (x; y) 6= fX(x)� fY (y) (en e�et : 2(x+ y) 6= 3x2 � (2y + 1)), ce qui prouve que Xet Y ne sont pas ind�ependantes. Cela nous �etait d�ej�a sugg�er�e car 0 < y < x (y est contraint par x, doncles variables al�eatoires ne sont pas ind�ependantes).
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3. D�eterminez les densit�es conditionnelles de X n Y = y et de Y nX = x.

La densit�e conditionnelle de XjY = y s'�ecrit :
fXjY=y(x; y) = fX;Y (x; y)fY (y) = 2(x+ y)2y + 1 si (x; y) � [0; 1]� [0; x]; et 0 sinon

La densit�e conditionnelle de Y jX = x s'�ecrit :
fY jX=x(x; y) = fX;Y (x; y)fX(x) = 2(x+ y)3x2 si (x; y) � [0; 1]� [0; x]; et 0 sinon

Exercice 3 : Intervalle de con�ance (8 points)
Une entreprise de t�el�ecommunications cherche �a d�evelopper un nouveau produit, et charge sest�el�e-op�erateurs de contacter une base de 4000 clients pour leur proposer ce nouvel abonnement.Ils obtiennent 720 retours positifs de la part de leurs clients. Nous nous int�eressons �a la probabi-lit�e p de r�eponse favorable pour chaque appel et nous pouvons supposer que les comportementsdes individus sont ind�ependants les uns des autres.
1. D�ecrire, avec pr�ecision le mod�ele statistique correspondant �a ces observations : quelle est lavariable al�eatoire observ�ee, quel est le nombre d'observations, quelle est la loi de ces obser-vations ?

La variable al�eatoire observ�ee Xi est une variable de Bernouilli valant 1 si le client i r�epond favorablement�a l'appel du t�el�e-op�erateur, 0 sinon. Nous disposons de 4000 observations ind�ependantes et identiquementdistribu�ees (tirage sans remise mais dans une tr�es large population, ce qui est �equivalent �a un tirage avecremise, et les comportements sont ind�ependants). On peut donc consid�erer que l'on a un �echantillon detaille 4000 d'une Bernouilli (p).
2. Quel estimateur proposez-vous pour p ? Quelle est l'estimation correspondant aux observa-tions faites ?

L'estimateur optimal pour p est la fr�equence observ�ee :
p̂ = 14000 4000X

i=1 Xi = F
Les observations faites conduisent �a f = 7204000 = 0; 18.

3. Quelle est la loi de cette estimateur ? A quelle condition peut-on utiliser l'approximationnormale ? V�eri�ez cette condition, et donnez l'estimateur qui sera utilis�e.
Loi de cet estimateur : 4000X

i=1 Xi = 4000F �! Binomiale (4000; p)
Rappels sur la loi Binomiale B(n; p) :
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{ On r�ealise n �epreuves successives ind�ependantes o�u on observe �a chaque fois la r�ealisation ou non d'uncertain �ev�enement A et on note X le nombre de r�ealisation de A.

P (X = k) = Cknpk(1� p)n�k
{ Si Xi �! B(1; p), alors Pni Xi �! B(n; p).{ Si n > 30 et np < 15, alors la loi B(n; p) converge en loi vers la loi de Poisson : P(np).{ Si np (1� p) > 15, la loi B(np) converge en loi vers la loi normale : N (np; np(1� p)).
Nous pouvons utiliser l'approximation normale pour les calculs num�eriques, car np(1�p) = 4000�0; 18�(1� 0; 18) = 590; 4 > 15.

Donc : nF �! N np; np(1� p)! ou encore F �! N p; p(1�p)n
!

Red�emontrons rapidement cela :
Si : nF �! N np; np(1� p)! alors E(nF ) = np et V (nF ) = np(1� p)
Calculons E(F ) et V (F ) :

E(F ) = E� 1n (nF )
� = 1nE(nF ) = 1n (np) = p

V (F ) = V � 1n (nF )
� = � 1n

�2 V (nF ) = 1n2 (np(1� p)) = p(1� p)n
Nous avons donc bien : F �! N p; p(1�p)n

!
4. Construisez un intervalle bilat�eral de con�ance �a 90% pour p, et calculez l'intervalle ici ob-serv�e.

Intervalle bilat�eral de con�ance proche de 90 % pour p :
F �! N p; p(1� p)n

!

Soit U la fonction pivotale associ�ee F : U = F�pq
p(1�p)

n

� N (0; 1) (donn�e par le th�eor�eme Central-Limite).
F � pqp(1�p)n �! N (0; 1)

On lit dans la table de la loi Normale centr�ee r�eduite P (jU j < 1; 645) = 2F (1; 645)� 1 = 0; 90Attention, il s'agit d'un intervalle bilat�eral de con�ance, il faut donc rechercher la valeur 0,95 dans latable de la loi Normale Centr�ee R�eduite : P (U < 1; 645) = 0; 95 donc P (jU j < 1; 645) = 0; 90 (refaites legraphique si n�ecessaire) d'o�u :
p ���� F � pqp(1�p)4000

���� < 1; 645! = 0; 90
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Pour approcher l'in�egalit�e nous rempla�cons p au d�enominateur par son estimation F (utilisation de lavariance empirique F (1�F )4000 ) et nous obtenons :

�1; 645 < F � pqF (1�F )4000 < 1; 645
�1; 645 rF (1� F )4000 < F � p < 1; 645 rF (1� F )4000

p F � 1; 645rF (1� F )4000 < p < F + 1; 645rF (1� F )4000
! ' 0; 90

f � 1; 645rf(1� f)4000 < p < f + 1; 645rf(1� f)4000R�ealisation observ�ee : Intervalle de con�ance bilat�eral pour p �a 90% : 0; 17 < p < 0; 35
Exercice 4 : Convergence en probabilit�e et in�egalit�e de Tchebychev (6 points)
Soit (X1; X2, ... Xn+1) une suite de variables al�eatoires de Bernouilli de même param�etre p, deux �a deuxind�ependantes. On introduit pour tout entier naturel non nul n " N�, les variables al�eatoires :Yn = Xn+Xn+12 et Tn = Y1+Y2+:::+Ynn1. D�eterminez la loi de Yn : Quelles valeurs peut prendre Yn ? Donnez la distribution de pro-babilit�e de Yn, et calculez son esp�erance et sa variance. (2 points)
Les Xi sont des variables al�eatoires de Bernouilli B(p), donc nous avons : P (Xi = 1) = p et P (Xi = 0) =1� p. Donc Yn peut prendre les valeurs 0, 12 et 1, avec les probabilit�es suivantes :P (Yn = 0) = P ((Xn = 0)&(Xn+1 = 0)) = (1� p)� (1� p) = (1� p)2P (Yn = 1) = P ((Xn = 1)&(Xn+1 = 1)) = p� p = p2P (Yn = 12 ) = 1 � P (Yn = 1) � P (Yn = 0) = 1 � p2 � (1�p)2 = 1 � p2 � (1�2p+p2) = 2p(1�p)
E(Yn) = E(Xn+Xn+12 ) = 12E(Xn +Xn+1) = 12 (2p) = p
V (Yn) = V (Xn+Xn+12 ) = ( 12 )2V (Xn +Xn+1) = 14 [V (Xn) + V (Xn+1) + 2cov(Xn; Xn+1)]Or les variables Xn et Xn+1 sont ind�ependantes donc cov(Xn; Xn+1) = 0, donc :
V (Yn) = 14 [p(1� p) + p(1� p)] = p(1�p)2

2. Calculez l'esp�erance et la variance de Tn. (Attention, les Yi ne sont pas ind�ependantes)

E(Tn) = E(Y1+Y2+:::+Ynn ) = 1nE( nPi=1Yi) = 1n nPi=1E(Yi) = 1n (np) = p
Faites tr�es attention dans le calcul des variances... ici les Yi et Yi+1 ne sont pas ind�ependantes. Il fautdonc tenir compte des covariances cov(Yi;Yi+1).
V (Tn) = V (Y1+Y2+:::+Ynn )
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V (Tn) = ( 1n )2V (X1+X22 + X2+X32 + :::+ Xn+Xn+12 )
V (Tn) = 1n2V (X12 +X2 +X3 + :::+Xn + Xn+12 )
Or les variables X1, X2 ... Xn, Xn+1 sont ind�ependantes deux �a deux, donc toutes les covariances deux �adeux sont �egales �a 0. Donc :
V (Tn) = 1n2 [V (X12 ) + V (X2) + V (X3) + :::+ V (Xn) + V (Xn+12 )]
V (Tn) = 1n2 [V (X12 ) + V (Xn+12 ) + nPi=2V (Xi)]
V (Tn) = 1n2 [( 14p(1� p)) + ( 14p(1� p)) + (n� 1)p(1� p)]
V (Tn) = 1n2 p(1� p)[ 14 + 14 + (n� 1)] = 1n2 p(1� p)(n� 12 )
V (Tn) = (2n�1)p(1�p)2n2

3. En d�eduire que Tn P�! p. (Tn converge en probabilit�e vers p)
D'apr�es l'in�egalit�e de Bienaym�e-Chebychev :

8 k > 0 ; P (j Tn � E(Tn) j� k) � V (Tn)k2Donc : 8 k > 0 ; P (j Tn � p) j� k) � (2n�1)p(1�p)2n2k2Soit : 8 k > 0 ; P (j Tn � p) j� k) � (2n� 1)p(1� p)2n2k2Or limn�!+1 (2n�1)p(1�p)2n2k2 = 0
Donc d'apr�es le th�eor�eme de l'encadrement :

limn�!+1P (j Tn � p) j� k) = 0
Donc Tn converge en probabilit�e vers p : Tn P�! p.


