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Statistiques Appliqu�eesCorrection du Contrôle Continu N�1TD N�5Gwenn PARENT

Questions de cours : (2 points)
1. Donnez la d�e�nition de la convergence en probabilit�e. (1 point)[Convergence en probabilit�e] On dit que (Xn) converge en probabilit�e vers X (Xn P�! X ou p limn!+1Xn =X) si 8" > 0; limn!+1Pr(jXn �Xj > ") = 0
2. Rappelez l'�enonc�e du th�eor�eme Central-Limite. (1 point)Si (Xn) est une suite de v.a ; ind�ependantes et de même loi, admettant des moments d'ordres un et deuxnot�es m = E(Xn) et �2 = V (Xn), alors :

pn Xn � m� Loi�! N (0; 1)
Exercice 1 : Formule de Bayes (2 points)
Dans une Coupe de France de football, l'�equipe du Paris-Saint-Germain, de premi�ere division,estime qu'elle a 3 chances sur 4 de gagner si elle rencontre une �equipe de D2 et qu'elle a 1 chancesur 3 de gagner si c'est une �equipe de premi�ere division. Vous entendez rapidement �a la radioparler de la d�efaite du PSG, mais ne savez pas contre qui l'�equipe jouait son match. Sachant quela proportion d'�equipes de D2 restant engag�ees dans la Coupe est p, calculez la probabilit�e quele PSG ait rencontr�e une �equipe de D2, sachant que le club parisien a perdu son match.
Posons d'abord les notations :Soit G = l'�ev�enement "le PSG gagne son match" et A = l'�ev�enement "le PSG rencontre une �equipe de D2",l'�enonc�e nous indique donc que :

P (G nA) = 34 �! P (G nA) = 14
P (G nA) = 13 �! P (G nA) = 23p(A) = p �! p(A) = 1� p

On cherche ici P (A nG), soit la probabilit�e que le PSG ait rencontr�e une �equipe de D2 sachant qu'il a perduson match.
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Il su�t d'appliquer la Formule de Bayes :

P (A nG) = P (G nA)P (A)P (G nA)P (A) + P (G nA)P (A)
P (A nG) = 14p14p+ 23 (1� p) = 14pp( 14 � 23 )p+ 23

P (A nG) = 14p23 � 512p = 3p8� 5p
Exercice 2 : Fonction de densit�e conjointe (7 points)
Soit (X;Y ) un couple de variables al�eatoires dont la loi est d�etermin�ee par la densit�e conjointe suivante :

fX;Y (x; y) = � k e�(x+y) si (x; y) � [0;+1]� [0; x]0 sinon
1. D�eterminez la valeur de la constante k. (2 points)On sait que k doit v�eri�er : Z +1

�1
�Z +1

�1 fX;Y (x; y)dy�dx = 1
On doit respecter la condition (x; y) � [0;+1]� [0; x] pour int�egrer, d'o�u :

k Z +1
0 e�x�Z x

0 e�ydy� dx = 1
k Z +1

0 e�x�� e�y�x0 dx = 1
k Z +1

0 e�x(1� e�x)dx = 1
k Z +1

0
�e�x � e�2x�dx = 1

k�� e�x + e�2x2
�+1
0 = 1

k(1� 12) = k2 = 1, k = 2
La densit�e s'�ecrit donc : fX;Y = 2e�(x+y) si (x; y) � [0;+1]� [0; x] et fX;Y = 0 sinon.

2. D�eterminez les lois marginales de X et de Y. Ces variables sont-elles ind�ependantes ? (2points)La densit�e marginale de X est :
fX(x) = Z +1

�1 fX;Y (x; y)dy si x � [0;+1]; 0 sinon
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fX(x) = Z x

0 2e�(x+y)dy si x � [0;+1]; 0 sinon
fX(x) = 2e�xh� e�yix0 si x � [0;+1]; 0 sinon
fX(x) = 2e�x(1� e�x) si x � [0;+1]; 0 sinonDe même, la densit�e marginale de Y est :
fY (y) = Z +1

�1 fX;Y (x; y)dx si y � [0; x]; 0 sinon
fY (y) = Z +1

0 2e�(x+y)dx si y � [0; x]; 0 sinon
fY (y) = 2e�y Z +1

0 e�xdx si y � [0; x]; 0 sinon
fY (y) = 2e�yh� e�xi+10 si y � [0; x]; 0 sinon

fY (y) = 2e�y(1) si y � [0; x]; 0 sinonsoit : fY (y) = 2e�y si y � [0; x], 0 sinon.On remarque que fX;Y (x; y) 6= fX(x)� fY (y) (en e�et : 2e�(x+y) 6= 2e�x(1� e�x)� 2e�y = 4e�(x+y)(1�e�x) ), ce qui prouve que X et Y ne sont pas ind�ependants. Cela �etait d�ej�a sugg�er�e par le fait que 0 < y < x(y est contraint par x, donc les variables al�eatoires ne sont pas ind�ependantes)
3. D�eterminez les densit�es conditionnelles de X n Y = y et de Y nX = x. (1 point)La densit�e conditionnelle de XjY = y s'�ecrit :

fXjY=y(x; y) = fX;Y (x; y)fY (y) = 2e�(x+y)2e�y = e�x si (x; y) � [0;+1]� [0; x]
La densit�e conditionnelle de Y jX = x s'�ecrit :

fY jX=x(x; y) = fX;Y (x; y)fX(x) = 2e�(x+y)2e�x(1� e�x) = e�y(1� e�x) si (x; y) � [0;+1]� [0; x]
4. D�eterminez E(X n Y = y). (2 points)

E(XjY = y) = Z +1
�1 x:fX=Y (x; y)dx = Z +1

0 x:e�xdx
par int�egration par partie (u = x => u0 = 1 et v0 = e�x => v = �e�x), on a :

E(XjY = y) = h� xe�xi+10 + Z +1
0 e�xdx

E(XjY = y) = 0 + h� e�xi+10 = 1
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Exercice 3 : Intervalles de con�ance (6,5 points)
Nous pouvons consid�erer que la note �nale sur 20 obtenue au contrôle continu de Statistiquesest, pour chaque �etudiant, une variable al�eatoire Y, de loi Normale. Les notes obtenues l'ann�eederni�ere par 5 groupes de TD (comprenant un total de 127 �etudiants) sont suppos�ees être desvariables (Y1, ..., Y127) ind�ependantes et identiquement distribu�ees selon une loi Normale, d'esp�e-rance m et de variance �2 = 13:08 = (3:617)2 .
1. Quel est le meilleur estimateur de m ? Quelle est la loi de cet estimateur ? (1,5 points)

Si Y1; :::; YN � i:i:d: N �m;�2�, alors le meilleur estimateur de m est la moyenne empirique : Y N = PN
i=1

YiNLa loi de cet estimateur est : Y N = PN
i=1

YiN � N �m; �2N �
En e�et :

E(Y N ) = E�PNi=1 YiN
� = 1N NX

i=1 E(Yi) = 1N (Nm) = m
V (Y N ) = V �PNi=1 YiN

� = � 1N
�2 NX

i=1 V (Yi) = 1N2 (N�2) = �2N
2. Construire un intervalle bilat�eral I de con�ance �a 90% pour m. (3 points)

Y N = PN
i=1

YiN � N �m; �2N � et donc la fonction pivotale UN associ�ee est :
UN = Y N �mq�2N � N (0; 1) (même pour les petites valeurs de N)

Un intervalle bilat�eral de con�ance �a 90% correspond �a une probabilit�e d'erreur de 5% de chaque côt�e.(n'h�esitez pas �a refaire le dessin pour visualiser quelle valeur rechercher dans la table de la loi normale).
Lecture dans la table de la loi N (0; 1) : P (UN � 1; 645) = 0:95 est �equivalent �a P (jUN j � 1; 645) = 0:90On en d�eduit que : P (�1; 645 � UN � 1; 645) = 0; 90R�esolvons les in�egalit�es en m , a�n d'obtenir l'intervalle bilat�eral de con�ance 90% pour m :

P
0
@�1; 645 � Y N �mq�2N � 1; 645

1
A = 0; 90

P  �1; 645r�2N � Y N �m � 1; 645r�2N
! = 0; 90

P  Y N � 1; 645r�2N � m � Y N + 1; 645r�2N
! = 0; 90

3. Application num�erique : calculer l'intervalle obtenu pr�ec�edemment sachant que la valeurmoyenne observ�ee sur les 5 groupes de TD de l'ann�ee derni�ere est �egale �a 10.14 : (0,5 point)
Y = 1127 127Pi=1Yi = 10:14
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Application num�erique : pour N = 127, nous obtenons l'intervalle bilat�eral de con�ance �a 90% suivant :

P �Y 127 � 0:528 � m � X127 + 0:528	 = 0; 90
Soit : P f9:612 � m � 10:668g = 0; 904. Si vous souhaitez pr�evoir la note qu'obtiendra un �el�eve de Statistiques cette ann�ee (�etudiantdans la même universit�e que celle des 5 groupes de TD �etudi�es pr�ec�edemment), en faisantl'hypoth�ese que sa note not�ee Y2007 est ind�ependante des 127 variables d�eja observ�ees etsuit la même loi qu'elles. Indiquez comment vous proc�ederiez pour calculer un intervalle depr�evision pour Y2007 (Indiquez les �etapes �a suivre, et sur quelle variable vous vous baseriez,mais il n'est pas demand�e de trouver l'intervalle de pr�evision). (1,5 points)
Je vous redonne toute la correction (avec un pourcentage de con�ance de 95%), mais je vous demandaisuniquement d'expliquer le proc�ed�e.
On suppose que Y2007 � N(m;�2) est ind�ependante des 127 notes d�ej�a observ�ees dans la même universit�e.La meilleure pr�evision ponctuelle de Y2007 serait m si on en connaissait la valeur exacte. Nous consid�eronsdonc la meilleure estimation de m, �a savoir YN , obtenu car YN minimise l'erreur quadratique moyenne(MSE).
Nous nous basons donc sur l'erreur de pr�evision Y2007 � YN qui suit une loi N �0;�2(1 + 1N )�car E(Y2007 � YN ) = E(Y2007)� E(YN ) = m�m = 0et V (Y2007 � YN ) = V (Y2007) + V (YN ) � 2cov(Y2007;YN ) = �2 + �2N = �2(1 + 1N ) car Y2007 et YN sontind�ependantes.
Donc la fonction pivotale est la suivante :

U = �Y2007 � YN�� 0q�2(1 + 1N ) � N (0; 1) (même pour les petites valeurs de N)
Un intervalle bilat�eral de con�ance �a 95% correspond �a une probabilit�e d'erreur de 2,5% de chaque côt�e.Lecture dans la table de la loi N (0; 1) pour un intervalle bilat�eral de con�ance �a 95% :P (U � 1:96) = 0:975, qui est �equivalent �a P (jU j � 1:96) = 0:95 :
On en d�eduit que : P (�1:96 � U � 1:96) = 0; 95R�esolvons les in�egalit�es en Y2007 , a�n d'obtenir l'intervalle bilat�eral de con�ance 95% pour Y2007 :

P
0
@�1:96 � �Y2007 � YN�q�2 �1 + 1N � � 1:96

1
A = 0; 95

P  �1:96s�2�1 + 1N
� � Y2007 � YN � 1:96s�2�1 + 1N

�! = 0; 95
P  YN � 1:96s�2�1 + 1N

� � Y2007 � YN + 1:96s�2�1 + 1N
�! = 0; 95
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Application num�erique : l'intervalle de pr�evision �a 95% pour la note de notre �el�eve de Statistiques cetteann�ee est : P �YN � 7:116 � Y2007 � YN + 7:116� = 0; 953:024 � Y2007 � 17:256

Exercice 4 : Convergence en probabilit�e et in�egalit�e de Tchebychev (5 points)
Soit (X1; X2, ... Xn+1) une suite de variables al�eatoires de Bernouilli de même param�etre p, deux �a deuxind�ependantes. On introduit pour tout entier naturel non nul n " N�, les variables al�eatoires :Yn = Xn � Xn+22 et Tn = Y1+Y2+:::+Ynn1. D�eterminez la loi de Yn : Quelles valeurs peut prendre Yn ? Donnez la distribution de pro-babilit�e de Yn, et calculez son esp�erance et sa variance. (2 points)Les Xi sont des variables al�eatoires de Bernouilli B(p), donc nous avons : P (Xi = 1) = p et P (Xi = 0) =1� p. Donc Yn peut prendre les valeurs 0, 12 et � 12 , avec les probabilit�es suivantes :P (Yn = 0) = P ((Xn = 0)&(Xn+1 = 0)) + P ((Xn = 1)&(Xn+1 = 1)) = (1� p)2 + p2 = 1� 2p+ 2p2P (Yn = 12 ) = P ((Yn = � 12 ) = P ((Xn = 0)&(Xn+1 = 1)) = P ((Xn = 1)&(Xn+1 = 0))P (Yn = 12 ) = P ((Yn = � 12 ) = 12 (1� P (Yn = 0)) = 12 (1� (1� 2p+ 2p2)) = p(1� p)
E(Yn) = E(Xn�Xn+22 ) = 12E(Xn �Xn+2) = 12 (p� p) = 0
V (Yn) = V (Xn�Xn+22 ) = ( 12 )2V (Xn �Xn+2) = 14 [V (Xn) + V (Xn+2)� 2cov(Xn; Xn+2)]Or les variables Xn et Xn+2 sont ind�ependantes donc cov(Xn; Xn+2) = 0, donc :
V (Yn) = 14 [p(1� p) + p(1� p)] = p(1�p)2

2. Calculez l'esp�erance de Tn. (1 point)E(Tn) = E(Y1+Y2+:::+Ynn ) = 1nE( nPi=1Yi) = 1n nPi=1E(Yi) = 1n (0) = 0
3. On vous donne la variance de Tn : V (Tn) = p(1�p)n2 . En d�eduire que Tn P�! 0. (Tn converge enprobabilit�e vers 0). (2 points)D'apr�es l'in�egalit�e de Bienaym�e-Chebychev :

8 k > 0 ; P (j Tn � E(Tn) j� k) � V (Tn)k2Donc : 8 k > 0 ; P (j Tn � 0) j� k) � p(1�p)n2k2Soit : 8 k > 0 ; P (j Tn � 0) j� k) � p(1� p)n2k2Or limn�!+1 p(1�p)n2k2 = 0
Donc d'apr�es le th�eor�eme de l'encadrement :limn�!+1P (j Tn � 0) j� k) = 0
Donc Tn converge en probabilit�e vers 0 : Tn P�! 0.
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Bonus : Red�emontrez que V (Tn) = p(1�p)n2 (+ 1,5 points bonus)Faites tr�es attention dans le calcul des variances... ici les Yi ne sont pas ind�ependantes entre elles. Il fautdonc tenir compte des covariances cov(Yi;Yi+2) ou repasser par les Xi qui elles sont ind�ependantes.
V (Tn) = V (Y1+Y2+:::+Ynn )
V (Tn) = ( 1n )2V (X1�X32 + X2�X42 + X3�X52 + X4�X62 + :::+ Xn�2+Xn2 + Xn�1+Xn+12 + Xn+Xn+22 )
Les Xi vont s'�eliminer deux �a deux, sauf deux termes au d�ebut et deux �a la �n :V (Tn) = 1n2 ( 12 )2V ( nPi=1(Xi �Xi+2))
V (Tn) = ( 12n )2V ( nPi=1Xi � n+2Pi=3 Xi))
V (Tn) = ( 12n )2V (X1 +X2 �Xn+1 �Xn+2)
Or les variables X1, X2, Xn+1 et Xn+2 sont ind�ependantes deux �a deux, donc toutes les covariances deux �adeux sont �egales �a 0. Donc :V (Tn) = ( 12n )2�V (X1) + V (X2) + V (Xn+1) + V (Xn+2)�
V (Tn) = 14n2 4p(1� p) = p(1�p)n2


