Corrigé de l'interrogation n°2

Exercice [8points]
On dispose d’un échantillon (X3, Xo, ..., Xx) de taille N d’une variable
suivant une loi Normale de parameétres m et o2 avec o > 0, de densité :

f(z;m, 0%) = \/ﬁ exp (— 222(ac—m)2>

1- La fonction de vraisemblance associée & la loi Normale de paramétre m
et o2est donc:
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L(z1,29,...,z5;m, 02) = Hf(ﬂﬁ 31, 02) = H\/ﬁ €Xp <— 352 (x — m)2>
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N Ty —m 2 N N
(27m2)*% Hexp <—(1202)) = (2r0?)"2 exp <—(1722(x1 — m)2>

=1

La log-vraisemblance d’un échantillon (z1, s, ...,x,) est donc égale a :

N
. 2y _ 2\—& 1 2
In L(zq,22,....,2n;m, 0°) = In [(271'0 ) 2} +1In exp( 2022(9@- m) >]
| X
_ 2 2
= — —1In [27’(’0’ ] — ﬁz:l(l‘z —m)
| X

2- En utilisant la condition du premier ordre portant sur m, déterminer
Pestimateur du maximum de vraisemblance m du parameétre m.

1.b. Afin de déterminer I'estimateur du maximum de vraisemblance m du
paramétre m, il faut maximiser la log-vraisemblance par rapport a la variable
m & (z1,22,...,ony) donnés. La premiére étape consiste a résoudre 1’équation
correspondant a la condition du premier ordre :

OlnL
om (Ilam%"'axl\/;ma 02) =0
dlnL : 2 _ 1< _ 1 ¥ .
or GE (2, B2, s TNsM, 07) = =525 >0 (=2) (2, —m) = ;3> (zi—m) donc :
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OL (1,29, ...,aN;m, 02) =0 <> %Z(mZ—Th) =0+ > (z;—m)=0dou

N N N
aér;nL(xl,zg,...,zN;m, %) =0 < Z:p, - Y m=0< Zzz =N m <

L X
m:NZ:lxi:x
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La fonction m — In L(z1, 2, ..., xx;m, 02) atteint donc un extrémum (c’est-

N
d-dire un maximum ou un minimum) au point 7 = + > ;. Il s’agit bien d'un
i=1
maximum car la fonction m — In L(xy, 22, ..., zx;m, 02) est concave. En effet,
pour tout (x1,xs,....,xN;m, 02), on a :

9?InL N

. 2y _
W(xl,l’mm,x%m, 0%) =— 52 <0

En particulier, la condition du second ordre 8;}:;} (1,2, .y zN;m, 02) <0 est
satisfaite.
Conclusion: L’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre m
n
est m = %z;Xl
3- On pose s = o2

N
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In L(x1, 29, ..., xn;m, 0°) = — Eln [27] — Eln [a ] - ﬁ;(% —m)
N
N N 1
= - Eln [27] — Eln [s] — ﬁ;(% —m)?
La condition du premier ordre sur s: Sg;L (x1,T2,...., xN;m, 02) = Oor
N N
oL ) N1 11 , 1 1 )
B (T1, T2, s TNy M, 07) = — 0 E+Sj§;($i*m) =5 | N + g;(m —m)
donc : ala"sL(xl,xg,...,mN;m, o) =0etpourm =m =72 <& — N +
N

N
% (2; —72)? =0 <= %Zl(xl — )2 =N don 881’%(1‘1,332, e TN;m, 02) =0
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N > (zi—2)°
< Z(xlfj)2:NS<:>S :%
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La fonction s — In L(z1, 2, ..., xx;m, o) atteint donc un extrémum (c’est-
N
> (z—7)?
a-dire un maximum ou un minimum) au point § = =—x——. Il s’agit bien

d’'un maximum car, pour tout (1,2, ..., xx;m, 02), on a :

2L N1 251 N1 1
W(%,wz,m,f}v;m, 02) Y 57—3752(%—”1)2 Y 8*2—;32(%‘—56
—1 i=1
5 (@i-3)
Pour s = § = =F—, aglsgL($1,x2,...,xN;m7 %) = % = - %N §=



.o, . 2
D’ou, la condition du second ordre f’als‘;L(:cl, Toy ., TN; M, 02) < 0 est sat-

isfaite.
Conclusion: L’estimateur du maximum de vraisemblance du paramétre s
N
> (wi—a)?

i=1

eStSZW

=2

4- E(m) = + 3 E(X;) = 5 = m (Destimateur 7 est sans biais).
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V(im) =V

/\

N N N

]{]ZXZ) = =V (ZX) or V (ZXi> = >V (X;) car les
i=1 i=1 i=1

X; sont suppos s indépendants, donc

V(m) = WZV(Xi) = &N2=9
=1

L’expression_de la quantité d’information de Fisher est :

. 2\72 2 . 9
L(m) = E ([MnlnL(Xbé-.,XN ;m, o )] ) _ (a Inn L(X1,.., Xy ;m, o ))
m

om?
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D’apres ce qui précéde, on a :BO#IQL (r1, 22, .y N ;m, 02) = — % donc
3% In L(X1,... XN ;m, 02)\ _ N N
E ( Imz2 = - 5z et In(m) =52

L’estimateur 7 est un estimateur sans biais et sa variance vérifie V(1) =
%(p)' Il s’agit donc d’un estimateur efficace.

5***(Bonus 2 points) Etudier le biais de 5. Comment peut-on le modifier
pour qu’il devienne sans biais ?

(xi—7)? N N
E(3) = E | == = % E La(ml —x)2] = % Z;E [(ml —:E)2] Or
B(a; — 0] =V [(o~ )]+ [Blai — )

V(i — 2) = V (1) — 2Cov (21,7) + V (2)
N N
Cov (x;,%) = Cov (xl,ijxz) = %Cov (x5, ;) + %Cov <x“2xl> =
i=1 VE)
+Cov (i, ;) + 0= &V (2;) = "WZ L .
D'ow, V [(z; — )] = V (x;) —2Cov (2, 2)+V (&) = 0 2%+ % = 0>~ % =
N 62 et donc E[(z; —2)?] = V(= 7\[3’:)]—1— [E(z; —2)]> = V] —7)]
E(3) = ZE[(mZ—x)]E(é):% Nol 62 = N2d 62 o4 62 donc

=1

lestimateur deb MVS § est biaisé. L’estimateur sans biais de o2 (s ) est

o Z(iﬁz — )2 soit 8.

Probleme [15points] :

1.Le modele : y; = B, + By ;i +&; i =1,...N peut s’écrire sous la forme :



Y1 1 = €1

y=XB+ecavecy = | y; y X=11 z ,etﬂ{gl}s €
) . 2 .
YN 1 N EN
2. L’estimation par la méthode des moindres carrés ordinaires se fait a partir
N N

de la minimisation de la somme des carrés des résidus > e? = > (y; — B; —
i=1 i=1

Box;)?. Les équations normales s’obtiennent a partir des conditions du premier

ordre :

N
0 (S -5 - ba?) By

=1
95,
N
9 (2 (i — B - 5zwi)2>
=1 — 0
77,

ces deux conditions étant vérifiées pour 3, = 3,5 et 5, = 5;.

6<.§1(yi_51_52$i)2> N N 9
Or —= 9B, = =23 2i(yi—B1—Pawi) = =23 (wiyi — Przi — Braa}) =
i=1 i=1
N
N N N 3(_21(%:—[31—/32%1)2) N
—2 {szyz _ﬂQZmi _61 th] et = IR = _QZ(yZ - ﬁl -
i=1 i=1 i=1 i=1
N N —
Boxi) = —2 [Zyz — BN — Bzinz} donc les estimateurs 8, et [, vérifient
i=1 i=1

les deux équations suivantes (dites équations normales) :
N N N
> _wiyi = Ba) ai=Bi) wi=0 (1)
i=1 i=1 i=1

N e N e
> wi—ByY wi— BN =0 (2)
=1 =1

3.En divisant par N les deux membres de 1’équation (2) on obtient l'expression
de /3, en fonction de 3, :
B1=9— B

et en remplacant B\ldans Péquation (1) par son expression, on obtient :
N N N
Zﬂﬁiyz‘ - 52255? - (37 - 523_”) sz =0
i=1 i=1 i=1
N
or Y. x; = NZ donc
i=1

N N
> wiyi— B2y a7 — NIy + B,Nz* =0
i=1 i=1



d’ou
N N
522%2 — By Nz* = inyi — Nzy
i=1 i=1
et par conséquent :

N

2wy — N7y g

6 — =1 — Ty
2 N

Sflf:lf
a2 — Nz2
i=1

4. 8=(X'X)" X'y=(X'X)"" [X'XB+e] = (X'X) " X'XB+(X'X) Xe =

B+ (X'X) " X'e
N N
— S ziyi—NZy S zie;—Nze
i=1 i=1
= —— = + =
52 ]XV:I?*NW B2 Soa

Bi=0—BoT =7 =P +BT+E— |Brt 3= Zxal Nzz|z = B, +

5. Les estimateurs des MCO B: et B; sont sans biais, linéaires par rap-
port aux variables dépendantes y; et de variance minimale dans la classe des
estimateurs linéaires sans biais. Cette derniére propriété porte sur lefficacité
relative des estimateurs des MCO par rapport aux autres estimateurs linéaires
sans biais (Theoreme de Gauss-Markov). En aucun cas, ceci n’implique que

les estimateurs Bl et 52 sont efficaces au sens ou leur variance atteint la borne
FDCR,

FE (B) =F (54‘ (X/X)*l g) — E(5)+E ((X/X)ilX’g) _ 5+(X’X)71 XE (E)
or E(e)=0

- E (B,
E (ﬂ) — ol == { b }
E (B, B
6.1 L’estimateur Z?; est une combinaison linéaire d'une variable aléatoire
normale donc 3, suit une loi Normale.

E (B;) =0yetV (B;) = g—i = 0% D’ou B; ~ N (B,,03) . de méme pour

S a?

i
o2 i=1

N S..
6.2 On a montré plus haut que By ~ N (B2,03), et donc '82 ﬁg ~ N (0,1)
Posons U = 52 b2 P(—u<U <u)=098=2F(u)—1 ouFest la fonction

de répartition de la 101 N(0,1), d’ou F(u) = 0.99. Sur la table statistique de
N(0,1), u=2.33

Pestimateur 8, ~ N (81,0%) avec 03 =

—

P(—233<U<233)=P (2.33 < @ < 2.33) =0.98
2



donc : . e
P (52 233 05 < By < By +2.33 02> —0.98

On obtient alors lintervalle de confiance pour 3, au seuil de 98% suivant :

By —2.33 03 < By < By + 2.33 0
De la méme maniere l'intervalle de confiance pour 3; au seuil de 98% suivant

. B, —23301<,81<61+23301
6.3 Sachant, N = 5, 291—75 Zmz—55 ZnyZ—SSO Zx = 633 et
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Dot By =32 =38 =1.96~2 et B, =§— Byt =15 —2x 11 =7

2 2 721 2
of=%%5—=( 6)° et 02 = - =(0. 09)°
Pour ces valeurs, on obtient I’ intervalle de confiance pour 5 au seuil de 98%
suivant : [1.79, 2.21].
Ainsi que l’intervalle de confiance pour 3, au seuil de 98% suivant : [-9.47 ;, —4.53]
T1lzi=yi—z; =B+ Byzit+ei—zi =B+ (Ba—Dzit+e; =a+bz;+v;
dota=p0;,b=p0y—1et v, =c¢;.
7-2 On considére le modeéle : z; =a+b x; + v;

~

a = z-—bx
B\ o Szz
5 =

S:r:v

N N N
7-3 Spe = Y wizi — Nzz = Y a;(y; — ;) — N2y — z) = Y (wiyi — 2?) —

i=1 i=1 i=1

Nzj— Nz?
N N
Tz :inyi_Njg_ <Z$22 _Nxzz) :Sxy — Sex
=1 =1
7-4
@ = z-bi=(-a)- (B-1)2=7-Bw =5,
~ S. Spy — S, S —~
Soe " See 8w



