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Statistiques Appliqu�eesCorrection du Contrôle Continu N�2

TD N�3-4-5Gwenn PARENT
Questions de cours : (3 points)
1. Rappelez les propri�et�es des estimateurs MCO?{ Les estimateurs des MCO des coe�cients du mod�ele lin�eaire sont sans biais.{ Ces estimateurs sont lin�eaires par rapport aux variables d�ependantes (g�en�eralement not�ees yi).{ Ils sont e�caces, c'est �a dire de variance minimale, dans l'ensemble des estimateurs lin�eaires sans biais.
2. Donnez leur formule alg�ebrique pour un ajustement simple.Mod�ele lin�eaire simple avec constante : yt = axt + b+ �t ; t = 1; 2; :::; TL'estimateur des MCO du param�etre a est :

ba =
TPt=1xt yt � T x yTPt=1x2t � T x2

o�u x (resp. y) est la moyenne empirique des xt (resp. yt).Posons Sxy = TPt=1xt yt � T x y et Sxx = TPt=1x2t � T x2. On a alors d'apr�es ce qui pr�ec�ede : ba = SxySxxNotons cov(x; y) la covariance empirique entre (x1; x2; :::; xT ) et (y1; y2; :::; yT ) et V (x) la variance empi-rique de (x1; x2; :::; xT ). On a :
cov(x; y) = 1T TX

t=1 xtyt � xy = 1T Sxy
V (x) = 1T TX

i=1 x2t � x2 = 1T Sxx
ce qui nous fournit une seconde expression pour ba :

ba = cov(x; y)V (x)L'estimateur des MCO de b est : bb = y � ba x
3. Pourquoi ces estimateurs sont-ils des variables al�eatoires ?Dans le mod�ele lin�eaire, les variables d�ependantes yt sont des variables al�eatoires (elles sont g�en�eralementobtenues par �echantillonage al�eatoire dans une population). Les estimateurs MCO sont des fonctions deces variables, et par cons�equent, sont �egalement des variables al�eatoires.Pour plus de d�etails, regardez le corrig�e du TD3 sur le site du cours :(http ://www.pse.ens.fr/junior/parent/tdstat.htm).
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Probl�eme : Evaluation du prix moyen des cigarettes, du pain et du riz sur un�echantillon de 26 pays. (17 points)
"Tabac et pauvret�e forment �a eux deux un cercle vicieux. Dans la plupart des pays, le tabagisme est g�e-n�eralement plus r�epandu parmi les plus pauvres. C'est pourquoi les d�epenses de tabac repr�esentent une partimportante du revenu des familles d�efavoris�ees. Or, l'argent qui passe dans le tabac ne peut être d�epens�e pourdes besoins essentiels comme l'alimentation, le logement, l'�education et les soins de sant�e. Le tabac peut en outreaggraver la pauvret�e des fumeurs et de leurs familles du fait que ces derniers sont beaucoup plus susceptiblesde tomber malade et de mourir pr�ematur�ement d'un cancer, d'une crise cardiaque, d'une maladie respiratoireou d'autres maladies li�ees au tabagisme, privant leurs familles d'un revenu tr�es pr�ecieux et leur imposant desd�epenses suppl�ementaires pour les soins de sant�e. Par ailleurs, même si l'industrie du tabac emploie des milliersde personnes, la grande majorit�e d'entre elles gagnent tr�es peu tandis que les grandes compagnies de tabacengrangent d'�enormes b�en�e�ces." Organisation Mondiale de la Sant�e (2000).
Toutes les questions du probl�eme sont ind�ependantes, vous pouvez les traiter s�eparemment(sauf les questions 6 et 11 qui sont des applications num�eriques des questions pr�ec�edentes).
Nous souhaitons �etudier le prix moyen des cigarettes, du pain et du riz dans le monde. Nous disposonspour cela des prix (calcul�es en temps de travail pour un ouvrier) d'un paquet d'une marque pr�esente dans tousles pays s�electionn�es, d'un paquet d'une marque locale, ainsi que d'un kg de pain et d'un kg de riz pour un�echantillon de 26 pays (13 pays d�evelopp�es et 13 pays en d�eveloppement). (cf. le tableau ci-joint).Nous faisons l'hypoth�ese que les temps moyens qu'un ouvrier de chaque pays doit travailler pour se payer cesdi��erents biens suivent une loi normale d'esp�erance m et de variance �2. Nous adopterons par la suite lesnotations suivantes : X1; X2; : : : XN � N �m1; �21� pour les Marlboro

Y1; Y2; : : : YN � N �m2; �22� pour les marques locales
Z1; Z2; : : : ZN � N �m3; �23� pour le pain
T1; T2; : : : TN � N �m4; �24� pour le riz

1. En reprenant les notations d�e�nies ci-dessus, indiquez �a quoi correspondent les chi�res 25; 77puis 15; 67 du tableau 1. Expliquez quelle est la di��erence entre un param�etre, et son esti-mateur. (1,5 points)
ATTENTION ! ! !La question pr�ecisait bien en reprenant les notations pr�ec�edemment d�e�nies !

25; 77 = 26Pi=1Yi26 : moyenne empirique sur l'�echantillon des 26 pays du prix des cigarettes de marque locale.
15; 67 =

s 26Pi=1(Ti�T )225 : �ecart-type empirique sur l'�echantillon des 26 pays du prix du kilogramme de riz.Le param�etre m1 est l'esp�erance de la loi suivie par le prix des paquets de Marlboro, c'est une constante :X1; X2; : : : XN � N �m1; �21�L'estimateur cm1 de ce param�etre est l'estimation qui peut être faite de ce param�etre sur un �echantillonparticulier. Cet estimateur est donc al�eatoire car il d�epend de l'�echantillon s�electionn�e.



Universit�e Paris 1, Licence 2006-2007 3
2. Qu'observez-vous �a premi�ere vue en comparant le temps de travail moyen n�ecessaire �a unouvrier pour l'achat d'un paquet de Marlboro et d'un kg de riz ? Quelle analyse succintepouvez-vous faire du tableau 2 ? (1 point)

{ Il semble qu'en moyenne le temps de travail n�ecessaire �a un ouvrier pour acqu�erir un paquet de Marlborosoit 1,5 fois plus important quecelui n�ecessaire pour acqu�erir un kg de riz.{ Il existe des distinctions importantes dans ces prix entre pays d�evelopp�es et pays en d�eveloppement :le prix du paquet de Marlboro est deux fois sup�erieur dans les pays en d�eveloppement par rapport auxpays d�evelopp�es, le prix du riz, lui, est 2,5 fois sup�erieur.{ Il semble donc qu'il y ait en fait deux mod�eles �a prendre en compte :
X1devps; X2devps; : : : XNdevps � N �m1devps; �21devps�

X1dvt; X2dvt; : : : XNdvt � N �m1dvt; �21dvt�avec m1devps = 12m1dvt.
3. Calculez l'estimateur du maximum de vraisemblance du param�etre m1. Comment s'appellel'estimateur que vous trouvez ? (3 points)Indication : Fonction de densit�e de la loi normale N �m;�2� :

f(x) = 1�p2� e� 12 ( x�m� )2
Nous avons donc un N-�echantillon d'une loi de Normale : X1, X2, ..., XN � i:i:d: N(m1; �21).Les deux premiers moments de la loi Normale sont :E (Xi) = m1 V (Xi) = �21 , donc le param�etre est (m1; �1).
La vraisemblance du param�etre est l(m1; �1; x1; x2; :::; xN )l (m1; �1; x1; x2; :::; xN ) = NQi=1 1p2��1 exp h� 12�21 (xi �m1)2i = �2��21��N2 exp �� 12�21 NPi=1 (xi �m1)2�
La log-vraisemblance du param�etre est L(m1; �1; x1; x2; :::; xN ) = ln l(m1; �1; x1; x2; :::; xN )lnl (m1; �1; x1; x2; :::; xN ) = L (m1; �1; x1; x2; :::; xN ) = �N2 ln (2�)� N2 ln ��21�� 12�21 NPi=1 (xi �m1)2
L'estimateur du maximum de vraisemblance m̂1 r�ealise le maximum en m1 de L (m1; �1; x1; x2; :::; xN ) :La fonction objectif est deux fois continument d�erivable : nous pouvons appliquer les r�esultats classiquesd'optimisation.{ La condition n�ecessaire d'ordre 1 (CN1) est @@m1L (m1; �1; x1; x2; :::; xN ) = 0 en m1 = cm1{ Une condition su�sante d'ordre 2 (CS2) est @2@m21L (m1; �1; x1; x2; :::; xN ) < 0 en m1 = cm1

ATTENTION ! ! ! D�erivez par rapport �a m1 (le param�etre dontvous cherchez un estimateur) ! ! !Je ne veux pas voir de d�eriv�ee par rapport �a �1, et encore moins par rapport�a �, qui n'apparait nulle part dans cette interro !CN1 : @L@m1 = � 12�21
NX
i=1(�2) (xi �m1) = 0
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1�21

NX
i=1 (xi �m1) = 0

NX
i=1 xi � N:m1 = 0

solution m̂1 =
NPi=1xiNet n'oubliez pas la CS2 :

@2L@m21 = �
NPi=1xi�21 < 0

La solution trouv�ee correspond bien �a un maximum.L'estimateur du maximum de vraisemblance est donc m̂1, moyenne arithm�etique des Xi.
4. Vous disposez dans le tableau 1 de deux indicateurs statistiques, rappellez comment ces in-dicateurs ont �et�e trouv�es (donnez les formules de calcul) ? Quel est le lien entre �ecart-type etvariance ? Quel est l'int�erêt de l'�ecart-type par rapport �a la variance ? Quels autres outils sta-tistiques connaissez-vous, qui permettent d'apporter des indications suppl�ementaires sur lav�eritable moyenne m4 du temps n�ecessaire �a l'achat d'un kg de riz dans le monde ? (2 points)

{ Les 2 indicateurs statistiques sont la moyenne empirique m = NPi=1 xiN , et l'�ecart-type empirique � =s NPi=1(xi�x)2N�1 = pvariance = p�2{ L'int�erêt de l'�ecart-type par rapport �a la variance est qu'il est exprim�e dans la même unit�e de mesureque la moyenne (ici des minutes de temps de travail, et non des minutes2 comme pour la variance).{ Autre outil statistique pour avoir des indications sur la moyenne m4 : calculer un intervalle de con�ance�a �% de con�ance pour m4. En renouvellant l'�echantillonage un grand nombre de fois, dans �% des casl'estimation trouv�ee pour m4 sera situ�ee dans cet intervalle.
5. Vous vous interrogez sur la signi�cativit�e de la di��erence entre le prix moyen d'un kg deriz, et celui d'un paquet de Marlboro. Vous souhaitez donc connâ�tre (avec une con�ancede �%) une borne sup�erieure de la moyenne du temps n�ecessaire �a l'achat d'un kg de riz.Comment proc�edez-vous ? (1,5 points)

Soit cm4 le meilleur estimateur du param�etre m4.La m�ethode du maximum de vraisemblance a conduit pr�ec�edemment �a l'estimateur suivant : cm4 = T =NPi=1TiN pour l'esp�erance du prix d'un kilogramme de riz.
E(T ) = E( NPi=1TiN ) = 1N NPi=1E(Ti) = 1NNm4 = m4

V (T ) = V ( NPi=1TiN ) = � 1N �2 NPi=1V (Ti) = � 1N �2N�24 = �24N car les Ti sont ind�ependants.
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donc T � N �m4; �24N �.Soit U4 la fonction pivotale associ�ee �a T :

U4 = T �m4q�24N � N (0; 1)
Pour trouver une borne sup�erieure pour m4, nous cherchons une borneinf�erieure pour U4 :Lecture dans la loi N [0; 1] : P fu� � U4g = �% (Remarque, ici u� sera n�egatif)

P
8<:u� � T �m4q�24N

9=; = �%
P (u�r�24N � T �m4

) = �%
P (u�r�24N � T � �m4

) = �%
P (m4 � T � u�r�24N

) = �% avec u� � 0
La borne sup�erieure pour l'esp�erance du prix d'un kg de riz est donc : T � u�q�24N avec u� � 0.

6. Application num�erique avec � = 80%. (0,5 point)
Application num�erique avec � = 80% : u� = �0; 84179.(u� obtenu par approximation lin�eaire : 0:8023�0:79950:8023�0:80 = 0:85�0:840:85�u� )
Nous avons donc : P �m4 � T � (�0; 8417)q�24N � = 80%.Soit : P fm4 � 23; 4369g = 80%.

7. A�n de pouvoir comparer cette borne sup�erieure de con�ance pour m4, avec le prix d'un pa-quet de Marlboro, calculez une borne inf�erieure de con�ance (toujours �a 80% de con�ance)pour m1. Que concluez-vous sur la di��erence de prix moyens entre ces deux biens ? (1,5
points)
Même proc�ed�e qu'�a la question 5 :
le meilleur estimateur du param�etre m1 est cm1 = X = NPi=1XiN .
E(X) = E( NPi=1XiN ) = 1N NPi=1E(Xi) = 1NNm1 = m1

V (X) = V ( NPi=1XiN ) = � 1N �2 NPi=1V (Xi) = � 1N �2N�21 = �21N car les Xi sont ind�ependants.
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donc X � N �m1; �21N �.Soit U1 la fonction pivotale associ�ee �a X :

U1 = X �m1q�21N � N (0; 1)
Pour trouver une borne inf�erieure pour m1, nous cherchons une bornesup�erieure pour U1 :Lecture dans la loi N [0; 1] : P fU1 � u�g = �% (Remarque, ici u� sera positif)

P
8<:X �m1q�21N � u�

9=; = �%
P (X �m1 � u�r�21N

) = �%
P (X � u�r�21N � m1

) = �% avec u� > 0
La borne inf�erieure pour l'esp�erance du prix d'un paquet de Marlboro est donc : X�u�q�21N avec u� > 0.Application num�erique : u� = 0; 84179, donc la borne inf�erieure pour l'esp�erance du prix d'un paquet deMarlboro �a 80% est : 27,4183. P f27; 4183 � m1g = 80%8. La variance du prix moyen d'un kg de pain est inconnue, donnez un encadrement �a 90% decon�ance de la moyenne m3. Indication : variance empirique corrig�ee : S2 = 634 (2 points)

Si l'�ecart-type n'est pas connu, on ne peut utiliser la variable normale Z�m3�3=pN comme fonction pivotale,car elle contient l'inconnue �3.
Propri�et�e utilis�ee : soient Z1; :::; Zn � i:i:d:N �m3; �23� : nous notons Z = 1N NPi=1Zi et S2 = NPi=1(Zi�Z)2N�1 .
Alors : U = Z�m3S=pN � T(N�1), loi ind�ependante de m3 et de �23 .C'est cette variable U que nous devons utiliser pour construire l'intervalle de con�ance pourm3 (la variableS2 est l'estimation sans biais de �23).Lecture dans la table de la loi T(26�1) : P fjZj � 1; 708g = 0; 90On en d�eduit : P n�1; 708 � Z�m3S=pN � 1; 708o = 0; 90
et donc : P n Z � 1; 708 SpN � m3 � Z + 1; 708 SpNo = 0; 90Pour N = 26 et S2 = 634, on obtient 19; 915 � m3 � 39; 784 Euros.Rappel : ne pas �ecrire la probabilit�e que m3 soit compris entre 19,915 et 39,784, car il n'y a plus riend'al�eatoire dans l'in�egalit�e une fois l'observation faite : l'�ev�enement correspondant est soit r�ealis�e, soitnon-r�ealis�e.
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Nous souhaitons d�esormais PREVOIR le prix d'un kg de riz au Kenya.

9. Quelles hypoth�eses doit-on poser pour �etudier cette question �a partir des �el�ements dontnous disposons ? Ces hypoth�eses vous paraissent-elles justi��ees, expliquez. (1 point)
{ Hypoth�ese que le prix du riz du Kenya suit la même loi que le prix du riz dans les autres pays :

TKenya � N �m4; �24�{ Hypoth�ese que le prix du riz au Kenya est ind�ependant du prix du riz dans les autres pays :
TKenya independant de T1; T2; : : : TN{ La seconde parait justi��ee si le Kenya est un pays ferm�e et que le prix mondial du riz n'a pas d'in
uencesur son prix national, ce qui est �evidemment faux.{ la premi�ere semble mise en d�efaut d'apr�es le tableau 2 : En e�et, les prix dans les pays en d�evelopp�eset les pays en d�eveloppement ne semblent pas suivre la même loi.

10. Nous consid�erons que les hypoth�eses n�ecessaires pour l'�etude de cette question sont v�eri��eesmalgr�e tout, donnez un encadrement �a 90% de con�ance du prix PREVU d'un kg de riz auKenya : Tk. (2 points)
Le meilleur estimateur de TKenya est T la moyenne empirique du prix du riz sur les autres pays (r�esultatobtenu en minimisant l'erreur quadratique moyenne MSE). Cf Correction TD2 exo 9 sur le site ducours.On s'int�eresse �a l'erreur de pr�evision : B = TKenya�T . Si les hypoth�eses pr�ec�edentes sont v�eri��ees alors :

B � N
�0; �24 + �24N

�
En e�et :E(B) = E(TKenya � T ) = E(TKenya)� E(T ) = m4 �m4 = 0V (B) = V (TKenya� T ) = V (TKenya) + V (T )� 2cov(TKenya; T ) = �24 + �24N car TKenya et T sont ind�epen-dantes.
La fonction pivotale associ�ee �a B est : U3 = B�E(B)pV (B) = TKenya�Tr�24+�24N

� N (0; 1)
On cherche donc l'intervalle [�uN ; uN ] qui v�eri�e :

p�� uN < TKenya � Tq�24 N+1N < uN� = 0; 90
D'apr�es les tables statistiques, on a :

p�� 1; 645 < TKenya � Tq�24 N+1N < 1; 645� = 0; 90
On r�esoud les in�egalit�es et on obtient :

p�T � 1; 645r�24N + 1N < TKenya < T + 1; 645r�24N + 1N
� = 0; 90
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D'o�u l'intervalle de PREVISION suivant :

p�� 5; 418 < TKenya < 47; 118� = 0; 90
Avec T = 20; 85, �24 = (15; 67)2 et N = 26.

11. Proc�edez �egalement �a l'application num�erique �a partir des informations disponibles dans letableau 2 (nous consid�ererons ici que le Kenya est un pays en d�eveloppement) ? Expliquezd'o�u provient la di��erence avec la pr�evision de la question pr�ec�edente. (1 point)
Si l'on consid�ere le tableau 2, et le fait que le Kenya est un pays en d�eveloppement, l'application num�eriquedevient pour T = 29; 23, �24 = (18; 34)2 et N = 13 :

p�� 2; 078 < TKenya < 60; 538� = 0; 90
La di��erence vient de :{ une moyenne plus �elev�ee pour les pays en d�eveloppement : m4tot < m4dvt{ un �ecart-type plus �elev�e pour les pays en d�eveloppement : �4tot < �4dvt{ un �echantillon plus petit si l'on prend en compte uniquement les pays en d�eveloppementLa borne inf�erieure n�egative vient du faible nombre d'observations et de la variance �elev�ee qui estassoci�ee �a cet �echantillon.


