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Exercice 11

Posons m = E(X) et 0? = V(X) et commengons par déterminer m et o.

Notons F' la fonction de répartition de la loi normale standard N(0,1). Afin de
pouvoir utiliser la table statistique de N(0,1), nous considérons la variable aléatoire
U = X" qui suit la loi N(0,1).

On a:

X—m 2-—m 2—m

X <2< < — U<
g ag g

donc
2—m 2—m

) = F

P(X <2)=PU< )
or par hypothese P (X < 2) = 0.0668 donc F(22) = 0.0668. Cette valeur ne figure
pas sur la table statistique de la loi normale centrée car elle est inférieure a 0.5 (ce qui
implique d’ailleurs que Z_Tm < 0) . Par contre 1 — F(%Tm) =1-0.0668 = 0.9332 figure
bien sur la table : F(1,5) = 0.9332 donc 1 — F(222) = F(1.5). Par ailleurs en utilisant
la formule F(—u) = 1 — F(u) on a 1 — F(32) = F(2=2) donc F(™2) = F(1,5)
d’ou mT_2 = 1.5 (F étant strictement croissante, elle est injective), relation qui peut
également s’écrire m — 2 = 1.50.

On raisonne de fagon similaire pour exploiter ’hypothése P(X > 12) = 0.1587 qui
est équivalente & P(X < 12) =1 — 0.1587 = 0, 8413.
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or P(X <2) = 0.8413 donc F(#2) = 0.8413. Cette valeur figure sur la table sta-
tistique de N(0,1) : F(1) = 0.8413 donc F(£=2) = F(1) d'ou =2 = 1 ou encore
12 —m =o.

Nous nous retrouvons donc avec le systeme d’équations linéaires suivant :

{m—2:1.50

12—m=o0¢

dont la résolution (évidente) donne m = 8 et o = 4.
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Par ailleurs, le fait que U = suive la loi N(0,1) implique que U? = (
suit la loi x*(1). Notons G la fonction de répartition de x?(1).

Ona: (X —m)’<a<=U%< (%doncP((X—m)2<a):P(U2< L4)=G (%)
or par hypothese P((X — m)2 < a)=0.95donc G (%) = 0,95, c’est-a-dire que_; est le
fractile d’ordre 0.95 de la loi x?(1). D’aprés la table statistique du x?(v) (par exemple



celle se trouvant p.289 du "Lecoutre"), on peut alors affirmer que % = 3,841 d’ou
a=3,841 x 42 = 61,44 .

Exercice 12

Rappels:

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles continues. Les densités marginales
de X et de'Y et les densités conditionnelles de X | Y =y et Y | X = x sont données
par :

+oo
fx(x) = ) fxy(z,y)dy
“+oo
fr(y) = : fxy(z,y)dx
Ixy=y(2) = Fey(@.y) en tout point y tel que fy(y) # 0
fr(y)
Tyix=2(y) = —foj(((a;)y) en tout point z tel que fx(x) #0

1) Rappelons que les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si pour
tout (z,y) € R? la relation suivante est vérifiée:

fxy(z,y) = fx(z).fr(y)

Montrons que X et Y ne sont pas indépendantes. Pour cela, il suffit d’établir I’existence
d’un couple (z,y) qui ne satisfait pas la relation précédente. Nous allons montrer que
fxy(3,2) # fx(3).fy(2). Remarquons que fxy(3,2) = 0 (par hypothese) alors que
fxB3) = [T fxyBy)dy = [ ceCWdy > 0 et fr(2) = [ fxy(a,2)dy =
f02 ce @2 dy > 0 (ces deux inégalités découlent du fait que I'intégrale d’une fonction
strictement positive est strictement positive). Il s’ensuit clairement que fxy(3,2) #
fx(3).fy(2) et par conséquent X et Y ne sont pas indépendantes.

Remarque: il existe une facon plus expéditive de répondre & cette question. En
effet, dans le cas de deux variables continues réelles X et Y, une condition nécessaire
(mais non suffisante) pour qu’elles soient indépendantes est que le domaine Qyy =
{(z,y) /fxy(x,y) # 0} soit rectangulaire, or dans cet exercice ce n’est clairement pas
le cas.

2) La fonction fxy étant une densité de probabilité sur R?| elle doit vérifier la rela-
tion : fj;o fj;o Ixy(z,y)dxdy = 1. Cette intégrale double peut se calculer en intégrant
d’abord par rapport a la variable x puis par rapport a la variable y c’est-a-dire en cal-

culant d’abord fj;o fx,y(z,y)dx pour tout y € R puis f_Jr;o (fj;o fxvy(x, y)dm) dy. On
sait par hypotheése que si y < 0 alors fxy(z,y) = 0 pour tout € R ce qui implique



fj;oo fxy(z,y)de = 0. Par ailleurs, si y > 0 alors fxy(z,y) est nulle en dehors de
'intervalle [0, y] d’ou
72 fxy(@y)de = [ fxy(z,y)de = [} ce @0 dy = ce™ [Ve b2 dy
R by - B
= ce [%]0 = Ce*byeb__bl — l_c) e _ o 2by)

Donc

+00 +00 +o0 c c efby @72by oo c (1 1
drdy = (e — e qy = - | — — = (2= ) ==

[e.9] —0o0

0

Les parametres ¢ et b doivent donc vérifier 57z = 1, c’est-a-dire ¢ = 202,

3) On suppose que ¢ = 2 donc d’aprés ce qui précéde on a nécessairement b = 1
(b>0).

On sait que si z < 0, fxy(x,y) = 0 pour tout y € R donc si z < 0, fx(x) =
72 fxy (@, y)dy = 0.

Considérons maintenant le cas © > 0. Dans ce cas fxy(z,y) = 0 pour tout y en
dehors de I'intervalle |z, +oo[ donc

—+00 “+oo “+oo
—(x —x — —x —y]too —2z
fx(z) = Ixy(z,y)dy = / 2e” TV dy = 2¢ / e Vdy =27 [—e V] T = 2e

—0o0
Conclusion :

Fula) = { 272 51 x>0

0 sin on

De fagon similaire on montre en utilisant la formule fy(y) = f_Jr;o fxy(z,y)dz que:

20V —e ) s y>0

Fr(y) = { 0 sin on

On remarque que la relation fxy(z,y) = fx(x).fy(y) n’est pas vérifice pour tout
(z,y) € R? ce qui implique que X et Y ne sont pas indépendantes.

4) La densité conditionnelle de X | Y = y n’est calculable que pour un réel y tel
que fy(y) # 0, c’est-a-dire d’apres la question précedente y > 0.

Soit donc i > 0. On a fxjy—y(z) = fx];:((;:),y) or
2¢—(@+y) st O0<z<y
fxy(@,y) = { 0 sin on
donc (z+v)
2e— (1Y )
_2e7 7Y O<z<y
—x) = 2(e7¥—e2) 5t
Fxpyr=y(2) { 0 sin on
c’est-a-dire

e si 0<z<y

Fav=lo) ={ 75

sin on



De méme, la densité conditionnelle de Y | X = x n’est calculable que pour x > 0. Soit
_ fxy(@y)

donc # > 0. On a fyx—s(y) = Zf 5~ or
2¢—(z+y) st O0<z<y
fxy(z,y) = { 0 sin on
donc (#+y)
2e_F1Y 1
) _ T st O0<zx<y
Frix=a(y) { 0 sin on
c’est-a-dire

eV st O<zx<y
Frix=:(y) = { 0 sinon

5) Par définition : E(Y | X =z) = fj;o Y fy|x=2(y)dy donc d’aprés ce qui précede
EY | X =2 = f;oo ye* Vdy = e* f;oo ye Ydy. Pour calculer cette intégrale, on doit
faire une intégration par parties.

Rappel : Formule d’intégration par parties

b b
/ w' = [uv]” —/ u'v
a a
/

On applique cette formule dans le cas particulier a =z , b=+, u =y (= v = 1)
et v/ =eY (< v=—eY) et on obtient :

+oo too +oo
/ ye Vdy = [—ye V] + / e Ydy
x €T

= ze ¥+ [—e_y];roo

= ge *+e "

d’ou
EY |X=z)=e"(ze"+e")=0+1



