
Statistiques appliqu�ees (L3) Cours de J-F. GardesCorrection des TDs 2006-2007
Correction du TD 2

Exercice 1
Montrons que 1nPni=1Xi converge en probabilit�e vers m, c'est-�a-dire que :

limn!+1P (jXn �mj < ") = 1;8 " > 0
P (jXn �mj < ") = P (�" < Xn �m < ") = P

�
�
pn
� " < Xn �m�pn <

pn
� "

�
Comme on sait que les Xi suivent une loi normale N(m;�2), on en d�eduit que la variable

Zn = Xn�m�pn
suit une loi normale N(0,1), soit :

limn!+1P (jXn �mj < ") = limn!+1P
�
�
pn
� " < Zn < pn

� "
� = P (�1 < Zn < +1) = 1

NB : La loi des grands nombres permet d'obtenir ce r�esultat sans faire avoir l'hypoth�esed'une loi normale.
Exercice 2
Rappel :In�egalit�e de Chebyshev

Soit X une variable al�eatoire r�eelle, discr�ete ou continue de variance V(X), alors

8 " > 0; P�jX � E(X)j) > "
�
� V (X)

"2On doit montrer limn!+1P (jYn � Y j) > ") = 0 8 " > 0, tout en utilisant l'in�egalit�e deChebyshev.On a Yn � Y = Zn, avec E(Zn) = 0, donc
P (jYn � Y j) > ") = P (jZnj) > ") = P (jZn � E(Zn)j) > ")

D'apr�es l'in�egalit�e de Chebyshev, 8 " > 0; P (jZn � E(Zn)j) > ") � V (Zn)"2
limn!+1P (jYn � Y j) > ") = limn!+1P (jZn � E(Zn)j) > ") � limn!+1 V (Zn)

"2 = limn!+1 1=n
"2

0 � limn!+1P (jYn � Y j) > ") � 0) limn!+1P (jYn � Y j) > ") = 0
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Exercice 3
D'apr�es l'in�egalit�e de Chebychev, on a

8 " > 0; P (jX � E(X)j > ") � V (X)
"2 , P (jX �mj > ") � �2

"2Si on pose " = �� alors :
P (jX �mj > ��) � 1

�2 ) 1� P (jX �mj > ��) � 1� 1
�2 ) P (jX �mj < ��) � 1� 1

�2
Exercice 4

Quelles sont les di��erences entre les convergences presque sûres, en loi, en probabilit�e eten moyenne quadratique ?Soit (Xn) une suite de va. Soit Fn la fonction de r�epartition de Xn. Soit X une va defonction de r�epartition F.
Convergence en probabilit�e On dit que (Xn) converge en probabilit�e vers X (Xn P�! Xou p limn!+1Xn = X) si

8" > 0; limn!+1Pr(jXn �Xj > ") = 0
La convergence en probabilit�e est utilis�ee pour exprimer la loi faible des grands nombres.Loi faible des grands nombres (Khinchine) Soit (Xi) une suite de variables al�eatoiresr�eelles ind�ependantes et identiquement distribu�ees (iid) d'esp�erance �nie, E(Xi) = m :

�Xn = 1
n

nX
i=1 Xi

Alors �Xn p�! m

Convergence en loi On dit que (Xn) converge en loi vers X (Xn L�! X) si la suite defonctions (Fn) converge, point par point, vers F :
8x; limn!+1 jFn(Xn)� F (X)j = 0

La convergence en probabilit�e implique la convergence en loi, mais pas l'inverse. Laconvergence en loi est une propri�et�e de la fonction de r�epartition mais pas de la variableal�eatoire elle-même. Celle-ci peut tr�es bien ne pas converger.La convergence en loi est utilis�ee pour exprimer le th�eor�eme central limite.Th�eor�eme central limite Soit une suite (Xn)n2N de variables al�eatoires ind�ependantes, demême loi, d'esp�erance m et de variance �nie �2. Notons Xn = 1nPni=1Xi. Alors
pn
�Xn �m

�
� L�! N (0; 1)
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Convergence presque sûre On dit que (Xn) converge presque sûrement vers X (Xn ps�! Xsi et seulement si
8" > 0; limn!+1Pr(jXi �Xj > " 8i � n) = 0

La convergence presque sûre se distingue de la convergence en probabilit�e par le faitqu'elle est plus g�en�erale (8i � n). Intuitivement, elle implique qu'une fois que la s�erie Xns'approche de X, elle ne s'en �ecarte pas. On voit rapidement avec la d�e�nition (prenonsi=n) que la convergence presque sûre implique la convergence en probabilit�e.
Xn ps�! X ) Xn P�! X

La convergence presque sûre est utilis�ee pour exprimer la loi forte des grands nombres.Convergence en moyenne quadratique On dit que (Xn) converge en moyenne quadra-tique vers X (Xn L2�! X) si
limn!+1E[jjXn �Xjj2] �! 0

Exercice 5
1. L'estimateur optimal pour p est la fr�equence observ�ee :

p̂ = 1600Xi Xi = F

Les observations faites conduisent �a f = 78600 = 0; 13.2. loi de cet estimateur 600F  Binomiale(600; p)
Rappels sur la loi Binomiale B(n; p) :
{ On r�ealise n �epreuves successives ind�ependantes o�u on observe �a chaque fois la r�ealisation

ou non d'un certain �ev�enement A et on note X le nombre de r�ealisation de A.

P (X = k) = Cknpk(1� p)n�k
{ Si Xi  B(1; p), alors Pni Xi  B(n; p).
{ Si n > 30 et np < 15, alors la loi B(n; p) converge en loi vers la loi P(np).
{ Si np(1� p) > 15, la loi B(np) converge en loi vers la loi N (np; np(1� p)).
Nous pouvons utiliser l'approximation normale pour les calculs num�eriques, car np(1�
p) = 600� 0; 13� (1� 0; 13) = 67; 4 > 15.3. Intervalle bilat�eral de con�ance proche de 95 % pour p :

nF  N
 
np; np(1� p)!

F  N
 
p; p(1� p)

n

!
, F � pqp(1�p)600  N(0; 1)
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On lit dans la table de la loi normale P (jU j < 1; 96) = 0; 95 d'o�u :
p
 ���� F � pqp(1�p)600

���� < 1; 96! = 0; 95
Pour approcher l'in�egalit�e nous rempla�cons p au d�enominateur par son estimation F etnous obtenons :

�1; 96 < F � pqF (1�F )600 < 1; 96
p
 
F � 1; 96rF (1� F )600 < p < F + 1; 96rF (1� F )600

!
' 0; 95

f � 1; 96rf(1� f)600 < p < f + 1; 96rf(1� f)600R�ealisation observ�ee : 0; 10309 < p < 0; 15691
Exercice 9
Nous d�esirons estimer m et pr�evoir le prochain tirage Xn+1. La variance est connue et �egale�a 4.1. La moyenne empirique de l'�echantillon est l'estimateur du maximum de vraisemblancede m. Elle suit une loi normale :

�Xn = 1
n

nX
i=1 Xi  N

�
m; 4n�

2. La meilleure pr�evision de Xn+1 est celle qui minimise l'erreur quadratique moyenne(MSE) :
MSE = E

h(Xn+1 � x̂)2i
MSE = E

h(Xn+1 �m+m� x̂)2i
MSE = E

h(Xn+1 �m)2 + 2(Xn+1 �m)(m� x̂) + (m� x̂)2i
MSE = E

h(Xn+1 �m)2i+ 2Eh(Xn+1 �m)iEh(m� x̂)i+ E
h(m� x̂)2i

MSE = V (Xn+1) + 2h(E(Xn+1)�m)iEh(m� x̂)i+ E
h(m� x̂)2i

MSE = V (Xn+1) + E
h(m� x̂)2i

Puisque Xn+1 est ind�ependant des observations d�ej�a faites et d'esp�erance m inconnue,la meilleure pr�evision de Xn+1 est l'estimateur de m qui minimise le risque quadratiquemoyen E
h(m� x̂)2i, c'est-�a-dire �Xn (la moyenne empirique).
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3. L'erreur de pr�evision Z = Xn+1� �Xn suit une loi normale. L'esp�erance de Z est E(Z) =
m � m = 0, la variance de Z est V (Z) = V (Xn+1) + V ( �Xn) car Xn+1 et �Xn sontind�ependantes. Les expressions �equivalentes pour V (Z) sont :

V (Z) = �2 + �2
n = 4 + 4

n = 4�1 + 1
n
� = 4n+ 1

nNous en d�eduisons la loi de l'erreur de pr�evision Z :
Z = Xn+1 � �Xn  N

�0; 4n+ 1
n
�

4. Pour obtenir un intervalle de pr�evision pour Xn+1, on r�eduit la variable Z :
Xn+1 � �Xnq

�2 n+1n  N (0; 1)
On cherche donc l'intervalle [�un; un] qui v�eri�e :

p
�
� un < Xn+1 � �Xnq

�2 n+1n < un� = 0; 80
D'apr�es les tables statistiques, on a :

p
�
� 1; 2816 < Xn+1 � �Xnq

�2 n+1n < 1; 2816� = 0; 80
On peut le v�eri�er aussi avec la table de la loi de Student (qui tend vers l'in�ni vers laloi normale centr�ee r�eduite).On r�esout les in�egalit�es et on obtient :

p
� �Xn � 1; 2816r�2n+ 1

n < Xn+1 < �Xn + 1; 2816r�2n+ 1
n
� = 0; 80

p
� �Xn � 2; 616 < Xn+1 < �Xn + 2; 616� = 0; 80
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