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Correction du TD 4 : Estimation Ponctuelle

Exercice 1 : Loi usuelles

Dans chacun des modeéles suivants, dire quel est le parametre, I’ensemble de ses valeurs et
écrire sa vraisemblance (attention, “le” parametre peut étre de dimension supérieure a 1).
1. N-échantillon d’une loi de Bernoulli : X;, X5, ..., Xy ~ i.i.d. B(1,p).
E(X)=p V(X)=p(1-p)

N 2 1—z; S N-Xz;
l(p;m]_,l'g,...,.TN):le(l_p) =P Z(l_p)
i=1

I (121,22, o) = L2 c) = Szt () + (N = S ) m 1 - )

2. N-échantillon d’une loi de Poisson : X;, X5, ..., Xy = i.i.d. P()\).
E(X)=2A V(X)=A
o AATE 1 ey A
L\ 21,20, .. an) = 1:[1 €T = Tair €

Il (X 21,22, .., on) = LA 21,22, 2n) = Do wiln(A) = NA = In (z;!)

3. N-échantillon d’une loi de Exponentielle : X;, Xy, ..., Xn & i.i.d. ['(1,6).
EX)=46 V(X) =62
N
L(O; 21,29,y on) = ] %eﬂ“/g = 9LN€XP <—é Zmz)
i=1 i
Inl (0;x1,29,....,25) = L (0;21,2a,....,28) = —N1n (6) — é dx;
i
4. N-échantillon d’une loi de Normale : X;, Xo, ..., Xy ~ i.i.d. N(m,0?).
E(X)=m V(X) =02
2. _ & 1 2 2\~ % 1 2
l(m,a ,a:l,x2,...,:z:N) =11 = €Xp [_W (z; —m) } (271'0 ) exp [—202 S (z;—m) ]
i=1
Inl (m,0%; 21,22, ...,2n5) = L (m, 0% 21,22, ...,2N) = —gln (27) — gln (0%) — ﬁ (z; —m)®
5.

N-échantillon d’une loi de Uniforme : X, X,

EX)=4f VvX)=£

ey Xy & iid. U0, 6].

N
1(6;21,22,...,an) = [] lo<ei<o0 = g si pourtouti 0<wz; <f et 0
i=1

sinon
Inl (z1,22,-..,xN;0) =

L(zy,23,...,zn;0) = —N1In(6) si pour touti 0 < z; <6, et —oo sinon.

Exercice 2 : Estimateur du Maximum de vraisemblance

On dispose d’un échantillon (X;, Xs, ..., Xy) de taille N d’une variable suivant une loi expo-
nentielle de parameétre a (réel strictement positif), de densité

[ Lewe siz>0
f(;v,a)—{ 8

sinon
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On rappelle que E(X) = a et V(X) = a®. (voir notes de cours sur les lois usuelles)

2

1. Vérifier par le calcul que ’estimateur du maximum de vraisemblance de g est Xy = % X;
i=1

(moyenne empirique des N valeurs prises par X).

X1, Xo,..., Xn = i.i.dy(1;a), donc la vraisemblance de a est :

_rZi 1 zi:mi
€ a —Wexp ~a

L(a;z1,22,...,xn;) = Inl(a,z1,x2,....,xn) = —Nln (a)

Q=

l(a;mlam% 733N) =

S

i

. . . ANIPIRT . .
L’estimateur du maximum de vraisemblance a réalise le maximum en a de L (a;x1, x2, ..., zn) . La fonction
objectif est deux fois continument dérivable pour a > 0 : nous pouvons appliquer les résultats classiques
d’optimisation.

I
Q)

6,
La condition nécessaire d’ordrel (CN1) est a—L(a;xl,xz,...,xN) = 0Oena
a

o? .
Une condition suffisante d’ordre2 (C'S2) est WL (a;21,%2,...,xy) < Oena=a
a

CN1 :
aw _ N ET
da a a?
2T
solution : = -
’ N
et CS2 :

da?  a? a’
Pour calculer la valeur prise par la dérivée seconde en a = @, nous remplagons a par @ et Y x; par Na.
i

Nous obtenons

d?L (n N _Na N
W (aa$1;$2;~-~;1’N) = 2 — 2? = _ﬁ <0
a a a

La solution trouvée correspond bien a un maximum.

. . . A . .
L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc a, moyenne arithmétique des x;.

. Montrer que X 5 est un estimateur sans biais de a.

Dans un échantillon, les N variables sont identiquement distribuées : la moyenne empirique a pour espé-
rance :

B[4 5X)] = 4 S EIX] = $NB(X] = B(X]

Ici, E(X) = a, on obtient bien que E [cAL] = a : ’estimateur est sans biais.
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3. **¥(facultatif) Montrer que X y est un estimateur efficace de a.

Dans un échantillon, les IV variables sont indépendantes : la moyenne empirique a pour variance,
v[45x| = s

1 1
et comme les variances sont toutes égales :

v [4 5] = denvix = 4

Iei, V (X) = a2, on obtient V [S} —a
Les hypotheses de I'inégalité de Cramer-Rao sont satisfaites (en particulier, le support de la densité ne

dépend pas du parametre). On sait donc, que pour tout estimateur @ sans biais : V [a] > I(la)

ou I (a) est la quantité d’information définie par :

d 2 Z
I(a) = E{ [(%L(a; X1, Xo, ---aXN):| } =L [_WL(GQXlaXQ: e XN)
L2 (e LN ET 1_ ient fac _ N
Ici, 5= L(a; X1, X2,..., XN) = o5 — 2" et E' |} X;| = Na. On obtient facilement [I(a) = —x +
22 =

On constate que V [3] = ﬁ : le minimum de Cramer Rao est atteint pour cet estimateur, qui est donc
efficace.

Exercice 3 : Estimateur du Maximum de vraisemblance

Soit (Y1,...Y,,) un échantillon de taille n provenant d’une variable aléatoire de densité f(y;¥6).
Donnez l’estimateur du maximum de vraisemblance lorsque

f(y:0) = 6y’~* avec 0<y<1

Le parametre du modele est 6, car lorsque 8 est connu, le modele est entierement connu.
La vraisemblance du parameétre s’écrit [(6), et sa log-vraisemblance L(6) = In 1(6) :

6) = T1 f(wif) = [T 00/~ = 0" 1}

L(®) = In((8)) = n In(8) + (- 1) " In(y:)

L’estimateur du maximum de vraisgriblance réalise le maximum en 6 de L(6) :
La condition nécessaire d’ordre 1 (CN1) est 8];;599) =0enf=0

Une condition suffisante d’ordre 2 (CS2) est 823]:(20) <0enf =40

(CN1): 220 — g o 2y anlln(yi) =0

[4
R




Université Paris 1, Licence 2006-2007 Statistiques appliquées (L3)4

Exercice 4 : Méthode des moments

Le gérant d’un supermarché désire modéliser le comportement des acheteurs de couches O’Sek, une société
irlandaise qui exporte dans toute 'Europe. Il pense que la fréquence d’achat depend (entre autres) du nombre
de paquets achetés & chaque passage. Plus précisément, il suppose que le nombre journalier d’acheteurs d’un seul
paquet est une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson P (\), alors que le nombre journalier d’acheteurs
de deux paquets est une variable aléatoire Z suivant une loi de Poisson P (\3). Nous supposons (pour simplifier)
qu’il n’y a pas d’acheteur de plus de deux paquets a la fois, et que X et Z sont indépendantes en probabilité. La
seule observation disponible chaque jour est le nombre total de paquets vendus : Y = X + 2Z. Les observations
(ii.d.) de N jours conduisent & ’échantillon (Y7,Y3,...,Yx) de la loi de Y.

1. Préciser le modeéle statistique ainsi postulé.
Les observations sont (Y1,Y3,...Yy) ~ d.i.d.Loi £.

Noter que cette loi n’est pas une loi de Poisson. La vraisemblance de (A1, A2) est calculable, mais pas
vraiment trés simple & manipuler (il n’est pas question de faire ce calcul en TD).

2. Nous notons respectivement m et V ’espérance mathématique et la variance de Y. Calculer
m et V en fonction de \; et \> et en déduire ’expression de \; et \> en fonction de m et V.

E[Y]=E[X +2Z) = E[X]+2E[Z] = A + 2X,
VIY]=VI[X +2Z] =V [X]+4V [Z] = M + 4)\,. (indépendance de X et Z)

. m = A + 2\
Nous avons donc les relations { V= A+ 40
=2m —
La résolution est immédiate :{ il B Vn}m v
2= 72

3. En déduire des estimateurs convergents de \; et de \;. Quel défaut ces estimateurs peuvent-
ils présenter pour des échantillons de petite taille 7 Quel est leur avantage par rapport aux
estimateurs du maximum de vraisemblance ?

On estime m et V par les moments empiriques : m=x>Y V= £+ - m)?
7 7
. . N=2m-V
On en déduit les estimateurs : { 21 ﬁmA
Aoy = ;m

La convergence de m vers m et de V vers V assure la convergence de 5\; et 5\;

Le probleme est que, pour N fini, rien n’assure que les valeurs trouvées soient positives : dans ce cas
I’estimateur n’existe pas. On peut seulement dire que lorsque N grandit, la probabilité que ’estimateur
existe tend vers 1.

L’avantage des estimateurs ainsi définis est qu’ils sont faciles & calculer, alors que ’estimation par le
maximum de vraisemblance est trés difficile & mettre en oeuvre (surtout parceque cette fonction admet de
nombreux maxima locaux). De toutes fagons, ce sont des valeurs préliminaires & utiliser pour la résolution
numérique du programme d’optimisation.

Exercice 5 : Méthode des moments

Donnez un estimateur de 6 suivant la méthode des moments pour

f(y;0) = (64 1)y o2 avec 0 <y<1
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o 1 1 1 1 -
EY)=[fy;0)ydy=[(0+1)y " 2ydy=[(0+1Dy " tdy=0+1) [y dy=(0+D[Z5]}
0 0 0 0
E(Y) = —%. Remarque : E(Y) > 0ssi 6 < —1.

—1

A
Conclusion : L’estimateur de 6 selon la méthode des moments est : 8 = BT




