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Correction du TD 4 : Estimation Ponctuelle
Exercice 1 : Loi usuellesDans chacun des mod�eles suivants, dire quel est le param�etre, l'ensemble de ses valeurs et�ecrire sa vraisemblance (attention, \le" param�etre peut être de dimension sup�erieure �a 1).1. N-�echantillon d'une loi de Bernoulli : X1, X2, ..., XN � i:i:d: B(1; p).E (X) = p V (X) = p (1� p)

l (p;x1; x2; :::; xN ) = NQi=1 pxi (1� p)1�xi = p�xi (1� p)N��xi
lnl (p;x1; x2; :::; xN ) = L (p;x1; x2; :::; xN ) =Pi xi ln (p) + �N �Pi xi� ln (1� p)

2. N-�echantillon d'une loi de Poisson : X1, X2, ..., XN � i:i:d: P (�).E (X) = � V (X) = �
l (�;x1; x2; :::; xN ) = NQi=1 e�� �xixi! = 1Q xi!��xi e�n�lnl (�;x1; x2; :::; xN ) = L (�;x1; x2; :::; xN ) =Pi xi ln (�)�N��Pi ln (xi!)3. N-�echantillon d'une loi de Exponentielle : X1, X2, ..., XN � i:i:d: �(1; �).E (X) = � V (X) = �2
l (�;x1; x2; :::; xN ) = NQi=1 1� e�xi=� = 1�N exp�� 1� Pi xi�
lnl (�;x1; x2; :::; xN ) = L (�;x1; x2; :::; xN ) = �N ln (�)� 1� Pi xi4. N-�echantillon d'une loi de Normale : X1, X2, ..., XN � i:i:d: N(m;�2).E (X) = m V (X) = �2
l �m;�2;x1; x2; :::; xN� = NQi=1 1p2�� exp h� 12�2 (xi �m)2i = �2��2��N

2 exp h� 12�2 P (xi �m)2i
lnl �m;�2;x1; x2; :::; xN� = L �m;�2;x1; x2; :::; xN� = �N2 ln (2�)� N2 ln ��2�� 12�2 Pi (xi �m)2

5. N-�echantillon d'une loi de Uniforme : X1, X2, ..., XN � i:i:d: U [0; �].E (X) = �2 V (X) = �212l (�;x1; x2; :::; xN ) = NQi=1 1�10�xi�� = 1�N si pour tout i 0 � xi � �, et 0 sinon
lnl (x1; x2; :::; xN ; �) = L (x1; x2; :::; xN ; �) = �N ln (�) si pour tout i 0 � xi � �, et �1 sinon.

Exercice 2 : Estimateur du Maximum de vraisemblanceOn dispose d'un �echantillon (X1, X2, ..., XN) de taille N d'une variable suivant une loi expo-nentielle de param�etre a (r�eel strictement positif), de densit�e :
f(x; a) = � 1a e�x=a si x > 00 sinon
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On rappelle que E(X) = a et V (X) = a2. (voir notes de cours sur les lois usuelles)
1. V�eri�er par le calcul que l'estimateur du maximum de vraisemblance de a est XN = 1N NPi=1Xi(moyenne empirique des N valeurs prises par X).

X1; X2; :::; XN � i:i:d: (1; a), donc la vraisemblance de a est :
l (a;x1; x2; :::; xN ) = 1ae� xia = 1aN exp��Pi xia �
L (a;x1; x2; :::; xN ; ) = lnl (a; x1; x2; :::; xN ) = �N ln (a)� P

i xiaL'estimateur du maximum de vraisemblance â r�ealise le maximum en a de L (a;x1; x2; :::; xN ) : La fonctionobjectif est deux fois continument d�erivable pour a > 0 : nous pouvons appliquer les r�esultats classiquesd'optimisation.
La condition n�ecessaire d'ordre1 (CN1) est @@aL (a;x1; x2; :::; xN ) = 0 en a = ba
Une condition su�sante d'ordre2 (CS2) est @2@a2L (a;x1; x2; :::; xN ) < 0 en a = ba

CN1 :
dLda = �Na +

Pi xi
a2 = 0

solution : â =
Pi xi
Net CS2 : d2Lda2 = Na2 � 2
Pi xi
a3Pour calculer la valeur prise par la d�eriv�ee seconde en a = ba, nous rempla�cons a par ba et Pi xi par Nba.Nous obtenons d2Lda2 �â;x1; x2; :::; xN� = N̂

a2 � 2Nâ
â3 = � N̂

a2 < 0
La solution trouv�ee correspond bien �a un maximum.L'estimateur du maximum de vraisemblance est donc â, moyenne arithm�etique des xi.

2. Montrer que XN est un estimateur sans biais de a.
Dans un �echantillon, les N variables sont identiquement distribu�ees : la moyenne empirique a pour esp�e-rance :E � 1N Pi Xi� = 1N Pi E [Xi] = 1NNE [X] = E [X]
Ici, E (X) = a , on obtient bien que E hâi = a : l'estimateur est sans biais.
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3. ***(facultatif) Montrer que XN est un estimateur e�cace de a.

Dans un �echantillon, les N variables sont ind�ependantes : la moyenne empirique a pour variance,
V � 1N Pi Xi� = 1N2

Pi V [Xi]et comme les variances sont toutes �egales :
V � 1N Pi Xi� = 1N2NV [X] = V [X]NIci, V (X) = a2; on obtient V hâi = a2N .Les hypoth�eses de l'in�egalit�e de Cramer-Rao sont satisfaites (en particulier, le support de la densit�e ned�epend pas du param�etre). On sait donc, que pour tout estimateur ea sans biais : V [ea] � 1I(a)o�u I (a) est la quantit�e d'information d�e�nie par :

I (a) = E(� @@aL (a;X1; X2; :::; XN )�2) = E �� @2@a2L (a;X1; X2; :::; XN )�

Ici, @2@a2L (a;X1; X2; :::; XN ) = Na2 � 2Pi Xia3 et E �Pi Xi� = Na. On obtient facilement I (a) = �Na2 +2Naia3 = Na2On constate que V hâi = 1I(a) : le minimum de Cramer Rao est atteint pour cet estimateur, qui est donce�cace.
Exercice 3 : Estimateur du Maximum de vraisemblanceSoit (Y1; :::Yn) un �echantillon de taille n provenant d'une variable al�eatoire de densit�e f(y; �).Donnez l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque

f(y; �) = �y��1 avec 0 < y < 1
Le param�etre du mod�ele est �, car lorsque � est connu, le mod�ele est enti�erement connu.La vraisemblance du param�etre s'�ecrit l(�), et sa log-vraisemblance L(�) = ln l(�) :l(�) = nQi=1 f(yi; �) = nQi=1 �y��1i = �n nQi=1 y��1i

L(�) = ln(l(�)) = n ln(�) + (� � 1) nPi=1 ln(yi)L'estimateur du maximum de vraisemblance r�ealise le maximum en � de L(�) :La condition n�ecessaire d'ordre 1 (CN1) est @L(�)@� = 0 en � = b�Une condition su�sante d'ordre 2 (CS2) est @2L(�)@�2 < 0 en � = b�(CN1) : @L(�)@� = 0 , n� + nPi=1 ln(yi) = 0b� = � nnP
i=1 ln(yi)
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Exercice 4 : M�ethode des momentsLe g�erant d'un supermarch�e d�esire mod�eliser le comportement des acheteurs de couches O'Sek, une soci�et�eirlandaise qui exporte dans toute l'Europe. Il pense que la fr�equence d'achat depend (entre autres) du nombrede paquets achet�es �a chaque passage. Plus pr�ecis�ement, il suppose que le nombre journalier d'acheteurs d'un seulpaquet est une variable al�eatoire X suivant une loi de Poisson P (�1), alors que le nombre journalier d'acheteursde deux paquets est une variable al�eatoire Z suivant une loi de Poisson P (�2). Nous supposons (pour simpli�er)qu'il n'y a pas d'acheteur de plus de deux paquets �a la fois, et que X et Z sont ind�ependantes en probabilit�e. Laseule observation disponible chaque jour est le nombre total de paquets vendus : Y = X +2Z. Les observations(i.i.d.) de N jours conduisent �a l'�echantillon (Y1; Y2; :::; YN ) de la loi de Y.

1. Pr�eciser le mod�ele statistique ainsi postul�e.Les observations sont (Y1; Y2; :::YN ) � i:i:d:Loi$.Noter que cette loi n'est pas une loi de Poisson. La vraisemblance de (�1; �2) est calculable, mais pasvraiment tr�es simple �a manipuler (il n'est pas question de faire ce calcul en TD).
2. Nous notons respectivement m et V l'esp�erance math�ematique et la variance de Y. Calculerm et V en fonction de �1 et �2 et en d�eduire l'expression de �1 et �2 en fonction de m et V .E [Y ] = E [X + 2Z] = E [X] + 2E [Z] = �1 + 2�2V [Y ] = V [X + 2Z] = V [X] + 4V [Z] = �1 + 4�2: (ind�ependance de X et Z)Nous avons donc les relations � m = �1 + 2�2V = �1 + 4�2La r�esolution est imm�ediate :� �1 = 2m� V�2 = V�m23. En d�eduire des estimateurs convergents de �1 et de �2. Quel d�efaut ces estimateurs peuvent-ils pr�esenter pour des �echantillons de petite taille ? Quel est leur avantage par rapport auxestimateurs du maximum de vraisemblance ?

On estime m et V par les moments empiriques : bm = 1N Pi Yi bV = 1N Pi (Yi � bm)2
On en d�eduit les estimateurs : ( c�1 = 2bm� bVc�2 = bV�bm2La convergence de bm vers m et de bV vers V assure la convergence de c�1 et c�2.Le probl�eme est que, pour N �ni, rien n'assure que les valeurs trouv�ees soient positives : dans ce casl'estimateur n'existe pas. On peut seulement dire que lorsque N grandit, la probabilit�e que l'estimateurexiste tend vers 1.L'avantage des estimateurs ainsi d�e�nis est qu'ils sont faciles �a calculer, alors que l'estimation par lemaximum de vraisemblance est tr�es di�cile �a mettre en oeuvre (surtout parceque cette fonction admet denombreux maxima locaux). De toutes fa�cons, ce sont des valeurs pr�eliminaires �a utiliser pour la r�esolutionnum�erique du programme d'optimisation.

Exercice 5 : M�ethode des momentsDonnez un estimateur de � suivant la m�ethode des moments pour
f(y; �) = (� + 1)y���2 avec 0 < y < 1
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E(Y ) = 1R0 f(y; �) y dy = 1R0 (� + 1)y���2 y dy = 1R0 (� + 1)y���1 dy = (� + 1) 1R0 y���1 dy = (� + 1)[x��i�� ]10E(Y ) = � �+1� . Remarque : E(Y ) � 0 ssi � � �1.Conclusion : L'estimateur de � selon la m�ethode des moments est : ^� = �1E(Y )+1


