Formulaire de Statistique et Econométrie
Chapitre | : Modes de convergence

5 . o . L = . .
Convergence en loi On dit que (X)) converge en lol vers X (X, —— X si la suite de
fonctions (F) converge, point par point, vers I :

Ve, lim | F(X,)—F(X) =10

n—+o0

e . vy e - F
Convergence en probabilité On dit que (X)) converge en probabilité vers X (X, — X

ot prlimg yong Xy = X)) 5l
Ve=0, lim Pr|X,—X|>e)=0
R—1+D0
La convergence en probabilité est utilisée pour exprimer la loi faible des prands nombres.
N . . pE
Convergence presque siire On dif gque (X ) converge presque siirement vers X (X, — X

si et seulement si

Fe >0, lim Pr{|X;—X|>eVizn)=10

n——0o
La convergence presque sire se distingue de la convergence en probabilité par le fail
gu'elle est plus générale (%% > n). Intuitivement, elle implique gu'une lois que la série X,
s'approche de X, elle ne s'en écarte pas. On voit rapidement avec la définition (prenons
i=n) que la convergence presque sire impligque la convergence en probabilité.

X, P X=X, 25X

La convergence presque siive est utilisée pour exprimer la loi forte des grands nombres.
Convergence en moyenne quadratique On dit que [X,) converge en moyenne ¢uadra-

: - L* .

tigue vers X (X, — X)) sl

lim E[||X,—X|*] —0

ft—+ 400

Propriétés : 1. Convergence presque stire => Convergence en probabilité
2. Convergence en Moyenne Quadratique => Convergence en probabilité
3. Xy, — X en Loi = ¢(X,) — ¢(X) en loi pour toute fonction continue ¢
4. E(X,) — cet V(X;) — 0= X, — ¢ en Moyenne Quadratique

Estimateur convergent : plim @(6,) = 0 (valeur vraie)

Théoréme de Slutsky : Si f est une application réelle continue : Xn — X (en probabilité)
alors f(Xn) — f(X) (en probabilité)

De méme, si g est une application réelle continue : Xn — X (en loi) alors g(Xn) — g(X) (en

loi)

Inégalité de Jensen : g[E(x)] < E[g(x)] pour g convexe



Rappel Inégalité de Chebyshev
Soil X une variable aléatoire réelle, diseréle ou continue de variance ViX), alors

V(X
Ve> n,P(u: _ E(X)]) > e) < E—j}

Loi faible des grands nombres (Khinchine) Soit (X;) une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes et identiquement distribuées (iid) d'espérance finie, E(X;) = m :

Alors X, Lo
Théoréme central limite Soit une suite (X, ), .y de variables aléatoires indépendantes, de

méme loi, despérance m et de variance finie . Notons X, = 13" X, Alors

ﬁ(@) Ly N0, 1)
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Statistiques Appliquées
FORMULAIRE chapitre 2 : Echantillonnage
F. GARDES / P. SEVESTRE

1. Echantillonnage sur une population de taille finie :
(a) Moyenne empirique associée a un échantillon de taille n :

X, = % 3 Zix; avec z; = x(e;) et Z; le nombre de fois ou e; apparait dans ’échantillon.
i=1

— Echantillon tiré avec remise : [Z; Binomiale]

E(X,) =m (moyenne vraie dans la population)
V(X,) =2

— Echantillon tiré sans remise : [lois marginales des Z; ~ B (%)]

Proposition 1 : E(X,) =m
Proposition 2 : V(X,,) = §=2 %=
Proposition 3 : V(X,,) | quand n T (pour les deux types d’échantillons).

S

n = 12
(b) Variances empiriques associées a un échantillon de taille n : S% = % S Z; [xz — Xn}
i=1

Proposition 4 : E (S2) =02 — V(X,)
Proposition 5 : (tirage sans remise) E (52) = ==L ¢

n—1 _2
p
Proposition 6 : (tirage avec remise) E (S2) ~

1 2

na.%

n

n
N
N-1

2. Echantillonnage d’un processus aléatoire (population infinie) : X; ~ L
(a) Moyenne empirique : X,, = % zn: X;
=1

Proposition 7 : E(X,) =
Proposition 8 : V(X,,)

(b) Variance empirique : S = 1 3~ (X; — Yn)Q et ?i =L > (X - Yn)Q

n
i=1

3|9, 3

1
Proposition 9 : F (S,QL) = n=l ;2 ; F (?i) = o2

Proposition 10 : V(S2) et V(gi) existent et — 0 quand n — 400

3. Echantillons issus d’une loi normale : X; ~ N(m, c?)

(a) Propriétés des moyennes et variances empiriques :
Proposition 11 : Loi de la moyenne empirique : X,, ~ N(m, “%)
Proposition 12 : Indépendance entre moyenne empirique et variance empirique : X, L (Xi — Yn)
Proposition 13 : X,, L 52

(b) Le Théoréme de Fisher :

) —
i. Lesv.a. (n—1) % et f?&’ﬁ" sont indépendantes

.. 52
ii. (n—1) 5~ X%nfl)
i X=Xa w7 (0,/21)

V. cou (Xj;Xn ; Xk;Yn) — _ 1 £0
(¢) Conséquences :
i. B(S2) =152 (résultat général).

ii. V(82) =ot2ngl

n

i. B(Sh) =0 5 V(S)) =2

: (Y.,,/—m) ~ _
V.S Student (n — 1)



Formulaire de Statistique et Econométrie
Chapitre 111 : Estimation ponctuelle

Estimateur : application T, de I’échantillon de taille n sur R" (ou une partie de R")

Estimateur sans biais (unbiased) : E(T,)= 0

Estimateur asymptotiquement sans biais : E(T,) — 6 quand n— o
Estimateur convergent : plim T, =0 (valeur vraie)

Estimateur efficace : de variance minimale

Théoréme :

1. Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers 0 (quand n augmente) est convergent.
2. Tout estimateur asymptotiquement sans biais dont la variance tend vers 0 (quand n
augmente) est convergent.

Inégalité de Cramer-Rao : Il existe une borne inféricure pour I’ensemble des variances des
estimateurs sans biais : Vo(T,) > 1/14(0) avec 1,(0) la quantité d’information de Fisher :
I,(0)=Eq(-0°InL/00%) = Eg(SlnL/00)*

Estimation par le principe des Moindres Carrés : Min Yi-,"(y; — 0)

Estimation par le principe du Maximum de Vraisemblance : Maxy L(x), Xa,..., Xp; 0) =
Probabilité d’observer le n-uplet (xi, Xa,..., Xp).

Estimation par la Méthode des Moments : résolution des équations : moment empirique de
degré p=f,(0)



Formulaire de Statistique et Econométrie
Chapitre 1V : Estimation par Intervalle de Confiance

Estimation par Intervalle de Confiance d’une moyenne X, :
1. Grands échantillons : X, ~ N(w,o/\n) par le théoréme Central Limite (pour n
grand :>30)
2. Petits echantillons : - Distribution normale des v.a X;, ¢ connue : X;, ~ N(u,o/\/n)
- Distribution normale des v.a x;, ¢ inconnue : Vn (X, — mu)/S~ Student a (n-1)
degrés de liberté T(n-1), avec S I’écart-type empirique corrigé.

Estimation d’une proportion : p, ~ loi normale si np(1-p) > 15 ; variance = p(1-p)/n

v.a. pivotale : fonction du paramétre estimé dont on connait la distribution statistique ;
exemple : (Xy - 1)/ o/Nn ~ N(0,1)

Théoreme : Si la distribution est unimodale et symétrique, les Intervalles de Confiance
bilatéraux sont de longueur minimale.

IC pour les lois usuelles :

(1) Moyenne d’une loi normale : X, +- Uy s’n/\/n
(i1) Variance d’une loi normale : (n-1)s’y/c ~* (n-1)
soit (H-I)S,nz/ul-(ﬁ <o’ < (n-l)s’nz/ual
(iii)  Ecart-type d’une loi normale : s’,\(n-1)/u;42 < 6 < 8’ V(n-1)/ug
(iv)  IC pour une Proportion : Vn[(X, —p)/(Xa(1-Xy)) ], donc :
1C=X, +- Ugn{ Xu(1-Xp)/n}*?
v) IC pour un rapport de variances de lois normales (n-1) s’y%/o” ~ (n-1) =>
IC(GZB/GzA) = [ual S’Bz/ S’Az, Ul-02 S’Bz/ S’A2
(vi)  IC pour la différence des espérances de deux lois normales :
- oy connues : ( Xin — Xan) — (1 -m2))/ V(o1%/n; + 6,°/n2) ~N(0,1)  (a)
- 0 inconnues : s’i” tend en proba vers csiz , donc IC (a) avec les variances
empiriques corrigées s’i.



Formulaire de Statistique et Econométrie
Chapitre VI : Tests d’hypotheses

Erreur de premiere espéce : Rejet de ’hypothése nulle Hy alors qu’elle est vraie
Erreur de seconde espece : Acceptation de 1’hypothése nulle Hy alors qu’elle est fausse (H;

est vraie)

Seuil de signification du test (seuil d’erreur du test): a=probabilit¢ maximale de commettre
une erreur de premicre espece (par exemple fixée a 5 ou 1%)=Prob(D;|Hy)

Région (dans I’espace des parametres) critique : région de rejet de I’hypothése nulle Hy
Région d’acceptation : région d’acceptation de 1’hypothese nulle Hy

Test unilatéral : Hy: p>3 H;:p<3
Test bilatéral : Hy: p=3 H; : p#£3 (diviser le seuil a entre les deux queues de distribution)

Valeur pivotale : Variable aléatoire dont on connait la loi, ce qui permet de calculer les
paramétres du test. Exemple : (X, —p)/c/\/n ~N(0,1)

Tests de moyennes : X, = moyenne empirique sur un échantillon de taille n

* g connu: - Grands échantillons: X, ~ N(u,6/Vn) par le théoréme Central Limite.

Reégle de décision : rejet de Hy si la moyenne observée X, n’appartient pas a I’intervalle
[U- Uian G/\/n, Pt Upgn G/\/n] .0u U désigne le fractile d’ordre 1- o/2 de la loi N(0,1)

- Petits échantillons (n<30) : (X, —n)/ o /Nn ~T(n-1)
e o inconnu: - Echantillon gaussien: (X, —t)/s’/\n est une valeur pivotale suivant une loi
de Student T(n-1) avec s’=écart-type empirique corrigé.
- Grands échantillons (n>30) : TCL => (X, —],L)/s’/\/n ->N(0,1) en loi.
Grands échantillons, ¢ inconnu: prendre 1’écart-type empirique corrigé s’=(n/(n-1))s
e Petits échantillons (n<30), o inconnu: (Xy- w)/s’/Nn ~ Student a (n-1) degrés de liberté.

e Cas des proportions : variance p(1-p)

Tests de variances ou d’écarts-type :

* Loi normale : (théoréme de Fisher) X; iid => (n-1)s’%/0* ~ Xz(n—l) donc (n-1)s’*/c* est une
valeur pivotale pour c.

Régle de décision : rejet de Hy si $? n’appartient pas a I’intervalle [uu/zcsz/(n-l), ul_a/zcz/(n-l)]

Cas particulier des grands échantillons : [\(n-1)](s’-0)/c -> N(0,1) en loi donc
[V(n-1)] (s’-0)/c est une valeur pivotale asymptotique pour c.

Tests de comparaison :

Hypothese : X iid, de loi L dont deux observations de moyennes Xj; et X, sont faites dans 2
échantillons E1 et E2.



Ho:w=p  Hiiw#we  ouHo: wispe Hi:prpe

e  Moyennes de variables suivant des lois normales : Xij~N(l;,01) et Xip~N(l2,02)

g; connues . [Xin - Xon —(H1- w2)}/ \/(612/1’11 + (522/112) ~N(0,1) est une valeur pivotable de
loi N(0,1)

01= 02 inconnues : [Xin - Xon (- W2))/ s’\/(l/nl + 1/n;) ~ T(n;+ny-2)

o/#0; inconnues : [Xin - Xon (- 2)}/ \/(s’lz/nl + s’zz/nz) asymtotiquement pivotale pour
(wi- W2), tend en loi (si n>30) vers N(0,1).

e Lois quelquonques :
Hypothese : c1et 6, connues, grands échantillons (n>10)
(Xin - X2n) ~N(pi- po, (012/n1 + czz/nz)o's) asymptotiquement
Hypothese : c1et 6, inconnues, grands échantillons (n;>50)
[(Xin - Xon)-(1- 1)1/ (s°12/n; + 8757/p)"° ~N(0,1)

Test d’indépendance du y*: Caractéres X et Y, soit qualitatifs, soit quantitatifs soit
respectivement a r et s modalités ; njj = Card{X=1,Y=j) ; n = ) in;;; ps= nij/n; p;. = probabilité
marginale = ) jn;i/n.

Hypothese d’indépendance : Hy: pi; = pi. p;
Hi: pij # pi.

Statistique Dy = Zizj[(nij—ni_n,j/n)z/ ni_n,j/n
Dy, ~ ¢’[(r-1)(s-1)] sous Hy

Tests sur les parametres d’'un modeéle linéaire estimés par les MCO : y; = o +X+&

Hypothese : €~ N(0, o)

o Test sur un parametre estimé p™ d’écart-type estimé s.

Non rejet de Hp: B=b contre H;: B # b <=> (p™-b)/s<u pour une valeur u
correspondant sur une loi de Student au seuil de confiance (5 ou 1% : par exemple
u=1,697 pour un nombre de degrés de liberté=taille de [’échantillon-nombre de
parametres estimés=30 et un seuil de 5%).

o Test sur un vecteur de parametres estimés ” de matrice de variances-covariances
Y. - k=taille du vecteur B" ; SCR(M.)= somme des carrés des résidus du modele estimé
M.

Test de Fisher comparant un modéle contraint M® (a (n-p-k) degrés de liberté ) par

I’hypothése Hy au modéle non contraint M™ (estimation libre) a (n-p) degrés de liberté:

{[SCR(M.)- SCR(Mio)/k}/ {SCR(Mxc)/(n-p)}~ F(k, n-p).

Regle de décision : Rejet de Hy si {[SCR(M;)- SCR(Myc))/k}/ {SCR(Myc)/(n-p)} > limite
de F(k, n-p) pour un seuil de confiance donné (par exemple F(3,60)=2,76 pour un seuil de
5%).





