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Exercice 1 (4 points)

On considère un couple de variables (X;Y ) de densité conjointe:

fX;Y (x; y) =

�
3x2y si 0 � x � 1 et 0 � y �

p
2

0 sinon

1- Véri�er que fX;Y est une fonction de densité de probabilité.
2- Calculer les densités marginales de X et de Y .
3- Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 2 (8 points)

Soit X1; X2; ::; Xn un échantillon i.i.d. tiré dans une loi continue uniforme sur l�intervalle [�; 2�]
où � 2 ]0;+1[ est un paramètre inconnu.

1- Déterminer, en fonction de � , la fonction de densité de Xi ainsi que son espérance qu�on
notera m et sa variance qu�on notera �2:

2- Donner un estimateur convergent de m. En déduire un estimateur convergent �̂n de �:
3- Calculer l�espérance et la variance de l�estimateur �̂n.
4- En supposant que n est su¢ samment grand, donner une approximation de la loi de �̂n et

déterminer un intervalle de con�ance bilatéral pour � au niveau de con�ance 95%: On rappelle que
si U � N(0; 1) alors P (jU j � 1:96) = 0:95

A.N. : déterminer l�intervalle de con�ance pour n = 500 et 1
n (X1 +X2 + :::+Xn) = 10

Exercice 3 (8 points)

Soit (Xi)i2N une suite de variables aléatoires de Bernouilli de même paramètre p et indépen-

dantes deux à deux: Xi
iid� B(1; p):

On dé�nit pour tout i 2 N la variable aléatoire Yi = XiXi+1:
1- Quelles sont les valeurs que peut prendre la variable aléatoire Yi ?
2- Calculer P (Yi = 1): Quelle est la loi de Yi ? Déterminer son espérance et sa variance.
3- Soit

Sn =
Y1 + Y2 + :::+ Yn

n

3-a- Déterminer E(Sn):
3-b- Calculer P (Yi = 1 et Yi+1 = 1): Que peut-on dire des variables Yi et Yi+1 ?
3-c- Peut-on écrire que V ar(Sn) = 1

n2
(V ar(Y1) + V ar(Y2) + :::+ V ar(Yn)) ? Justi�er.

3-d- On admet que V ar(Sn) =
p2(1�p2)

n + 2(n�1)
n2

(p3 � p4): Montrer que pour tout " > 0, on a

lim
n!+1

P
���Sn � p2�� > "� = 0
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