Interrogation écrite n°2
Aucun document n’est autorisé
Durée: 1h20

Exercice [6 points]
On dispose d’un échantillon (X1, X2, ..., Xx) de taille N d’une variable suivant une loi
Normale de paramétres m et o2 avec o > 0, de densité :

f(z ;m, 02) = \/211_1702 exp <— 21(72(37—771)2)

1- Ecrire la vraisemblance de I’échantillon ainsi que la log-vraisemblance.

2- On pose s = o2. Déterminer Pestimateur du maximum de vraisemblance des paramétres
m et s.

3- Etudier le biais ainsi que lefficacité de m (I’estimateur de maximum de vraisemblance
de m que vous avez déterminé en [2]).

4-***(Bonus) Etudier le biais de s (I’estimateur de maximum de vraisemblance de s).
Si cet estimateur est biaisé, comment corriger le biais.

Probléme [14 points]
On considére le modeéle linéaire :

yi=p1+Pyzi+e i=1,..N

avec les hypotheses : E (g;) =0, V (¢;) = 02, Cov (¢i,¢;) = 0 pour tout i # j
et leseg; ~ N (0,02) .

N
On note iy = % > y; la moyenne empirique de la variable endogeéne,
=1

i celle de la variable explicative,

Sy —y)(z; —T) = inyi — N7y la covariance empirique de z, y (& N prés) et

S.Z‘.Z‘

Il
I Mz I Mz I M

Za: N (Z)? la variance empirique de z (& N pres).

1- Ecrire le modéle sous forme matricielle.

2- Ecrire les équations normales définissant l’estimateur MCO des coefficients 3; et (5.
(Vous avez le ChOlX d’utilisez soit la forme algébrique 501t la forme matricielle).

3- En déduire 62 en fonction de S;y et de Sy, et [3 1 en fonction de ¥ ,T et 52

4- Exprimer 62 en fonction de ¢;.

5- Rappeler les propriétés des estimateurs des MCO. Vérifier ces propriétés pour B; puis
pour BI

6-

6-1Quelle est la loi de B; ? Justifier.



6-2 Déterminer un intervalle bilatéral de confiance 95% pour B5(sous ’hypothése de o2

connue o2 = 0, 25)
5 5 5 5
6-3 Calculer cet intervalle pour N =5, Y y; = 75, > x; = 55, Y a9, = 880, Y. z? = 633
i=1 i=1 i=1 i=1

7- On définit z; = y; — x; et on postule un nouveau modéle :

zi=a+bx;+wv; i=1,..N

7-1 Exprimer a, b et v; en fonction de 3, ,05 et ¢;.

7-2 Donner 'expression des estimateurs MCO de a et b.

7-3 Exprimer la covariance empirique entre z et x (& N pres) (Sz.) en fonction de celle
entre y et & (Syy).

7-4 Montrer que a = B; —letqueb= @

Annexe
F(2,33) =0,975
F (2,05) =0,98
F(1,96) = 0,975
F(1,65) = 0,95
F(1,28) = 0,90

avec I' la fonction de répartition de la loi normale standard N (0, 1)



