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TD 4 : Estimation Ponctuelle

Exercice 1 : Loi usuelles
Dans chacun des mod�eles suivants, dire quel est le param�etre, l'ensemble de ses valeurs et �ecrire sa vraisem-blance (attention, \le" param�etre peut être de dimension sup�erieure �a 1).1. N-�echantillon d'une loi de Bernoulli : X1, X2, ..., XN � i:i:d: B(1; p).2. N-�echantillon d'une loi de Poisson : X1, X2, ..., XN � i:i:d: P (�).3. N-�echantillon d'une loi de Exponentielle : X1, X2, ..., XN � i:i:d: �(1; �).4. N-�echantillon d'une loi de Normale : X1, X2, ..., XN � i:i:d: N(m;�2).5. N-�echantillon d'une loi de Uniforme : X1, X2, ..., XN � i:i:d: U [0; �].

Exercice 2 : Estimateur du Maximum de vraisemblance
On dispose d'un �echantillon (X1, X2, ..., XN ) de taille N d'une variable suivant une loi exponentielle deparam�etre a (r�eel strictement positif), de densit�e :

f(x; a) = � 1a e�x=a si x > 00 sinon
On rappelle que E(X) = a et V (X) = a2. (voir notes de cours sur les lois usuelles)

1. V�eri�er par le calcul que l'estimateur du maximum de vraisemblance de a est XN = 1N NP
i=1Xi (moyenne

empirique des N valeurs prises par X).2. Montrer que XN est un estimateur sans biais de a.3. ***(facultatif) Montrer que XN est un estimateur e�cace de a.
Exercice 3 : Estimateur du Maximum de vraisemblance

Soit (Y1; :::Yn) un �echantillon de taille n provenant d'une variable al�eatoire de densit�e f(y; �).Donnez l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque
f(y; �) = �y��1 avec 0 < y < 1

Exercice 4 : M�ethode des moments
Le g�erant d'un supermarch�e d�esire mod�eliser le comportement des acheteurs de couches O'Sek, une soci�et�eirlandaise qui exporte dans toute l'Europe. Il pense que la fr�equence d'achat depend (entre autres) du nombrede paquets achet�es �a chaque passage. Plus pr�ecis�ement, il suppose que le nombre journalier d'acheteurs d'un seulpaquet est une variable al�eatoire X suivant une loi de Poisson P (�1), alors que le nombre journalier d'acheteursde deux paquets est une variable al�eatoire Z suivant une loi de Poisson P (�2). Nous supposons (pour simpli�er)qu'il n'y a pas d'acheteur de plus de deux paquets �a la fois, et que X et Z sont ind�ependantes en probabilit�e. Laseule observation disponible chaque jour est le nombre total de paquets vendus : Y = X +2Z. Les observations(i.i.d.) de N jours conduisent �a l'�echantillon (Y1; Y2; :::; YN ) de la loi de Y.
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1. Pr�eciser le mod�ele statistique ainsi postul�e.2. Nous notons respectivement m et V l'esp�erance math�ematique et la variance de Y. Calculer m et V enfonction de �1 et �2 et en d�eduire l'expression de �1 et �2 en fonction de m et V .3. En d�eduire des estimateurs convergents de �1 et de �2. Quel d�efaut ces estimateurs peuvent-ils pr�esenterpour des �echantillons de petite taille ? Quel est leur avantage par rapport aux estimateurs du maximumde vraisemblance ?

Exercice 5 : M�ethode des moments
Donnez un estimateur de � suivant la m�ethode des moments pour

f(y; �) = (� + 1)y���2 avec 0 < y < 1


